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���� � ��	���� ������ �	��	��	��" �� ��� /�������� �����0� *� �� ��
���
���" �� ��
�� �� 	����� �� ��� 	������� 	� �	��	��	�� �� �������	
 ��
�� �
���� 
�����	���� ������ *� �� +��� ���" �� ������ �� ��
�� 	� ���	���
��� �
����	� 	� ��	
� �� ��
��� ���� � ��
���� ��� ��� �� �� ���� ����
���� ��� �	1���� ��
���	����

$�� �%���	���� ��� 
��
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��! 23#�
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	������ 5������" �� 
�� ����� ���� �� ���� ���	
 �
��	6���
��� ���� �����
�� �
����	�� 	�����	�� �������	
 
�����%	� ����
	�� &7("
�� 	� 
���	��	�� �	� ���� ���� �� ��
�� &,8",'(�

�� ��� �!��"���#

9� S �� � �����	�	�	
 ��
���	�� �
���� �	� ��� ���
� K" ������� ���
�
M" 
	�����% ���
� C� $� �����" �� �
���� 	� ��+��� �� �� ���� �����	���:

• Gen : Z → K 	� � ������	�	�	
 ��� ������	�� �����	�� ��	� ��
��	�
�������� �� 	���!;

• Enc : K ×M → C 	� � �����	�	�	
 ��
���	�� �����	��;
• Dec : K × C → M 	� � �����	�	�	
 ��
���	�� �����	���

4� ������ �� �
���� 	� 
����
" 	���" ��� ��� k ∈ K,m ∈ M" �� ��

Dec
(
k,Enc(k,m)

)
= m.

4� ��
�� �� � ���	
 ��� ��
����� ��
�: <	��� N ���	��%�
	�����% ��	��
�=� ��	�� 	� ����! (mi, ci)" ��
��� ���� � �����	�� �� ��� k" ��
� ��
Enc(k,mi) = ci ��� i = 1, 2, . . . , N " �� � ���� �� �� ��
� ��� �%	���
��� �	����� ��
� 	������� ��	�� ����� ����	��� k ∈ K" ��� 
��
�	�� 
���
�		��� Enc(k,mi) = ci� ��	� ��
� 	� 
����� �%����	�� ����
� ��� � ��������
�
��
�!� $ ������	�	�	
 ����	�� �� �%����	�� ����
� 	������� � ������ ����
	��
k ∈ K" 	����� �� � ������	
 �������	���
$������	
 
���������	� ���������� �� 
���		��� Enc(k,mi) = ci �� � ��

�� �6��	��� 	� ������� k" ��� �� ��
��� ���	�� �� ��� �� ����	�� �	�
������ 3�
� �6��	�� Enc(k,mi) = ci 
�� ������ �� �%������ 	�� � �����
�� ������� �6��	��� 	�����	�� 	������ ��� �� �� 
	���� ���	�� �� ��
����
	�� ��� ������ �� �� ���	�� �� �� ��
���	�� �����	��� ����� ��� ����
�
��	6��� �� �������	
 
���������	�" ������	�� �� �� ���������	�� �� ��
����� �� �6��	��� ��� ���� ���� � ����� �	� ������ *� �	� ��	
�� �� ��
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�� �������	
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4� 
�� ��� � �	���� =� ��	� � �����	�� �� ��� ���� Enc(k,m1) = c1"
�� 	� |K| > |M| ���� ��� ���� ����	�� ���� ��� 
����� ����� ����!" ��� ��	
�
�� Enc(k,m1) = c1" �� ��	
� ���� �� �
����� ���� � ��
��� m1 � c1�
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	���������	 ��� ������ ����	 ��������� �������

���	
����" � �� �	� �� ����� ���� �� ��6�	�� �� |M|N ≥ |K|� *� ��� �%���	����
�� �	�� �� ����	�� �	� 23#" ����� |K| = 256" ��� |M| = 264" �� � �	���� =�
��	� 	� ��	
���� ������ � �%
���� ����� ����� *� 	 	� 
���� ���� �� 
���%"
�� �	�� ��	 	���%��" ��� ��� ��� ���� ����� Enc(k,m) = c�

���� ��� ��	
�� ���� �	������ ��������	����

9� x1, x2, . . . , xn �������� ������� ���	������ >�
��� �� 
�����
	�� ������
���� ��� ! 	� � ���	
�� ���� 	� �� ����

F =

m∧
i=1

Ci, ����� Ci =

ki∨
j=1

Li,j .

5��� Li,j ��� �	����� �� 
�� �	��� �� � �	���� ������� ���	����" �� 	� �����
	��" 	���" Li,j = xp" �� Li,j = ¬xp� 3%�����	��� Ci ��� 
����� 
�������  ������
F 	� ��	�+����" 	� ���� �%	�� ���� ���	����� �� ������� ������ � ���	�����
x1, x2, . . . , xn" �� �� �� ����� ������� F �������� � �>?3� $�� ���	�����
�� ���	����� ��
� �� F 	� ��	�+�� 	� 
����� � ����� �� ��	�+��	�	� ��� F �

#$� ������� 	� � ��
	�	���� ������� �� ���� ������ �	��� ������� F 	�
��	�+�����  �� �� �������� �	� ������� ��� 
����� �� �#$�! 	� ���	���� � ��
� ���� �������� *� 
�����%	� ������� �� �� ������ �� ���	����� n �	 	� ����
� ��� 	 	� �� ������ ��� 2n ������	��� �� F !" �� ������ �� 
������ m" ��� ��
���
��� �� �� ������ *� ������ ������� 	����
�� ���
� ki = k! �	� ��� ��	�
m/n" ���� ��� ��	
���� ���� ���	������ ��� ��	
� ��
� Ci 	� ���" ��� 	 
��
�� 6�	
��� ���	+�� �� F 	� ���� ��������! ��	�+��� �� �� ���� ����" 	� ��
��	� m/n 	� �	��" 	 	� ����� 	�����	��� � ��	��� ��� 
�����	��� *� ���
	
�"
���� ��� ��� ������� ����" �� 
����� #$� �������" �� 
�� �)
	���� ����� #$�
�������� 	� ���� ���
	
�� 	����
��� $ #$� ������ 
�� �	��� ����	�� � �����
�� ��	�+��	�	� �#$�!" ��
	�� �� ������� 	� ����	�+���� �?�#$�!" �� ���
���� ����	�� �� �� ���
	+�� 	�� �� ����� ������
�� �?�23�*232!�

$������	
 
���������	� �	� #$� ������� 	������� �� ������	�� ����:

�,! 3�
��� �� �6��	�� ����� Enc(k,m) = c 	� � �� ���������	�� F
	� ��
� � ��� �� �	����� 	� � ��	�+�� �� ������� �������� ��
� � �
����	�� �� �� �6��	�� ������ ���	
���� �� ��
��� ��
� 	������ ��� �	
�� � ������� ���	����" ��� ����
	�� ���	
�� ����� �>?3 �	� �	������ ,"
��� ���	
�� �����  $9#3 �	� �	������ 8�

�@! =�������	�� ���� �� �� �	���� ������ ��� 
����� �����	��!� ��� ������
�� ������� ���	����� ��� �� �����
�� ���	�� �� �%��
�� ����	�� 	��
�� #$� �������

�A! ��� � +�� � ����� �� F 	� ��	�+���� �	� #$� ������� *� 	 	�" �� �����
��	�� ��
� �� ���	
�� ������ � �	�������" �� �� � ����	�� �� �� ������
�����	�� �� ����� ��� 	�
����
 ��� �� �� � �%��	�� ���� �������"
�	��� 	� � ������	
 ��� �� 	� � ������	B�� ����	���
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����� ��� ���� ���� �� #$� ������� ����� �� �	1���� �����	��� ��� ���
����	�� ���	��� ����	�	
� � ������� �� ������� *� ��� �%���	���� �� ��� #$�
������� D	�	#� &-( ��� #����#� &,7(� ���� ��� ��� ����� �� �� 2=99 �����
�	�� &.(� $������ �� ��� �� ������� �� � ���
���%" �� ���� � ������ ����
���� �� �� �����	�� � ��������� ���� �� �� �%���	����� ������ ��� 	�����
	������� 	� �	��	���� #$�������� ����� 
���������	��

��� 2=99 �����	��" ��� 	� ������ ����	���" ���� ���� ��	�
	��� 
�����
����:

�,! ��������� �� �	����� ��� 	�����	�� ��	� 	� �

����	���� �� �� �����:
��! ���� �����	�����: *� ���� 
����� 
���	�� � �	���� �	����" ���� 	� ����

��� ����� ���	�� � �� ����
	��� ���	����: �>?3 ��� ���		�� �	����
��  $9#3 ��� � ����	�� �	����� #������ �� xi ��� �� �>?3 ���
� ���� �	���� �	���� ���	������ ���� 	� ���� 
������ ����� �	����
xi 	� ���" ��� �� 
�� ������ �	� 
����� �� 	 	� ������� ��	�+���
�� �� ���� ����" 	� ���� 
����� 
���	�� �	���� ¬xi" �� 
�� ������
�	� �	���� ���� �� 
����� �� �� 
����� 
�� ���� �� ��	�+�� �� ��
��� �� �� �	������ *� �� ������� ������ ��� �	����� ���� � 
�����
��� �� �� ���� 
�����!" �� ���� �� �� ��	�	��� ������� 
����
�� ��	�+�� ��� �� ?�#$� �����!�

��! 
��� ����� ����������: *� ���� �	���� 	� ����� �	� � �	���� �����	�
��	��� ���� xi �� ���� ¬xi!" �� 
�� �	����������� ��	��� ���� ������
���� �� �����! ��� ���� 
������ �� ���	��	�� � ����� ���		�� ��� ��
���� �	�����

��� �� ���� ����
	�� �
��	6��� 
�� �� 	��������� 	� � ��� ���
������	���� 	� � �	���� 	�� ����� �� �� �	B� �� �� �����!� 5������
��� ��� �� ��)
	�� � +�� �� ����	�� 	� ��� ������� 
����� 4� ���
�� 	� �� ���	�� ������ ��� ��� ��� ���	��% �	� 	� �� 23# �����" ��
��� �� �� ������ �� ���� ���	����� 
�� �� ����� ��� �� ��	 �������	��
�������	�� �� 
�����	�� �� � ���	
�� 
	�
�	!�

�@! ��	������ ��	�� #���
 ���� ���	���� xi ��� ����� 
������ 	� ��
� � ���
�� �� �� � ������� 	� �� ����

F = (A ∨ xi) ∧ (B ∨ ¬xi) ∧ R.

 ������ F 
���� �� ��	�+�� 	� ��� A∧R ��� B∧R 
���� �� ��	�+���
4� 
�� ��� �	� ���� � ��+�� � ��
���	�� ����
� �����	��: 4� ���	�� xi

����� �>?3" ��� ��
���	���� 
��
� ������ B ∧ R 	� 
���	���� *� ���"
��� ���	����� xi = TRUE ����� �	� �� ����� ��� B ∧ R 	� � �����
��� F � *� ��" �� ��� ��� ���	�� xi �����  $9#3 ��� ��
���	���� 
��
�
������� A ∧R� ��� ��
���	�� ��� �� �� �����	�� 
�� �� ���
�	��� �� �
����
� ���" �	� � ����
� ��� �>?3 ���  $9#3 ���	������

,C8



	���������	 ��� ������ ����	 ��������� �������

�A! ���������� ��� 	�������� *� ������ �������" �� ���	��������� ����
�
������ �� ��
���	�� ���	������ 	� �����
�� �� ���� ����	�	
��� ����
��� �� ����
��������	
�� ��
���
�	�� ��� 
����� �����	��� ����� �
��
�	6��� �%���	 �� 	������	�� ���	��� ���� �����	�� ���� ����
� ��
�� ����
� ��� � ����
� ������ �� ��� �� �� ��� ���� �)
	�����
D�������" ����	�	
��� ����	�	
 �����	��� ��� ���� � �����	�� ��	
�
���	���� 	� ���	���� ��	
� ����� ���� ����
�	�� 	� ��6�	���� 4� ��� ��
�� �����	�� ����� ��
	�	���" ��� �� ����	�� 	�� 	� ����� 	�E���
��
�� �� ��� ������ �� ��
	�	��� �� �����	�� ��� ��� ������ 	 ���	�
�����

2�� � �� ��������
� ����� �� �� �����	��" �� �%��
�� ������ �� ���

	�	��� ��� ��� ����	�� 	��� ���� ���������� �	��	��	��" �� 
��+���� ��
�%���	���� ��
� �� &@( ���� ��� �%���	���� �� ����" ��� #�
	�� F!�

���� �	������ ��������	���� �� ���

$� �� ����
 �� ��� �%���	����� ������
� �� ���� 
����� �� ��� ��
���	��
������� 23# &,A(� $������ 23# 	� 
���	����� 	���
���" ��1��	�� ���� ���	���
��
�� ��� ���� ����" 	 	� �	�� ���� 	� ���� ����
� ����	
�	���� 23# 	� ������
	� ��� ������
� �� � 0���
�����0 
	���� �� ���� ��� ���� ������ �� ��������
�
��
�� ��� 
�� �� ���� &,,(" �� ���� �� ���� ������ 	� �������	
 
���������	�
��
� �� &'" C(� 4� ����� �� ��� �� ��� ������ ������ �� 
	���� �����	
" ���
�� �	�� ��	� �� �%��	
	�� ���� ������ �� ���� � �� 
����
�� � ����������
�� 23# 	����� �� ��������

23# ������� �� 7F��	 ���
�� �	� '7��	 ���� ����� 23# ��� �  �	��� ���
�
��� �	� ,7 ������� $��� 	�		�� ������	��" 	������ ��� 	� ���	 	�� ������
������ �� ui

L" u
i
R� ��� ��� 	� 
������ ��

ui+1
L = ui

R, ui+1
R = ui

L ⊕ Fki(ui
R),

����� F 	� � �����	���� ������������ ���
	�� 
������� �� �	��%����	�� E"
������ ���		��" #���% ����	
�	�� S ��� �	 ������	�� P � #������ ki ���
���	��� �	��
�� ���� ��� k �� ��	�� ����
�� F- �� �� '7 �	� 	� ��
� ������

�� 
����� �� 23# ��� ��
����� � �������	
 ������� �� �������� ��� ���
�	�" 	��� �	�" ��� ���� �	� �	� ��������� D�������" �� ��� ��� ��������
��� ��
� ��� �	 	� ��
� �����" ��� ��� ��
� 	��� vi ��� ���� wi �� #���%���
4� ��� 
�����
 �	���� �6��	��� ��� 	���� ��� ����� �� #���%��

E(ui
R)⊕ ki ⊕ vi = 0,

P (wi)⊕ui
L ⊕ui+1

R = 0.

 	����� �� ��	� �����	���� �6��	��� ��� ��
� #���%

wi = S(vi).

,C,



������ �����	� 
 ��	����� ���� 
 ����� �����

$�� ���	����� 	� ��
��� ui
R, u

i
L, v

i, wi, ki ���� 	���%�� 	� ������ ��
�� ���
�"
�� �� �	�� ��� ��	� xi ��� ��� ���	���� 	� �� �����" ���������� �� 	� ��	�	���
����	�� ��� 
�� �� ��
� � ��	�	��� ��
��� ��
� �� ���� �� ������ �� xi!�
3�
� �6��	�� ��� ��	�� 	� � �	���� ������ ���� &,-(" ��	
� 	� � ���� 
���
�	�	�� 	���% �� I ��� ����	��� ������ �� ���	����� xi �	� i ∈ I� $� �%�����
������ ���������	�� �� �	���� �6��	�� x1 ⊕ x74 ⊕ x96 = 0 	�

x1 x74 x196

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

$� �%����� ������ ���������	�� �� �� +�� 23# #���% 	� ��� ���� ����
�� +�� ���� �� ��� 7F �	��� ��� �� ���� �� ����	�!:

x57 x58 x59 x60 x61 x62 x159 x160 x161 x162

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

���

*� �� ���	�� ���	
�� �����  $9#3 � xi �	� ����� 8" ��� �>?3 � xi �	�
����� ," �� 
�� ��������� ������ �� � ���������	�� �� � ���	
�� �������
	� � �	����
	�� ������ ����� ��	� ������� 	� ��	�+�� 	� ��� �� �� ���	���
���� 	� ���� �

���	�� � ������ 	� � ������� 3���" �� �%����� �6��	��
x1 ⊕ x74 ⊕ x96 = 0 �	���� ���	
�� �������

Fj = (¬x1 ∧ ¬x74 ∧ ¬x196) ∨ (¬x1 ∧ x74 ∧ x196)

∨ ( x1 ∧ ¬x74 ∧ x196) ∨ ( x1 ∧ x74 ∧ ¬x196)

4� 
�� ����	� Fj 	�� � �� �� ���	�� � ������ �� ��� 
���	��	��� �	��	��
	� �� ��	�	��� ������ ������ ���	������!" ����	�� �� ������� ��� �����	��
2�D�����G� ����� *� �� �%����� �� ����� ��

Fj = ¬((¬x1 ∧ ¬x74 ∧ x196) ∨ (¬x1 ∧ x74 ∧ ¬x196)

∨ ( x1 ∧ ¬x74 ∧ ¬x196) ∨ ( x1 ∧ x74 ∧ x196)
)

��� +�����

Fj = ( x1 ∨ x74 ∨ ¬x196) ∧ ( x1 ∨ ¬x74 ∨ x196)

∧ (¬x1 ∨ x74 ∨ x196) ∧ (¬x1 ∨ ¬x74 ∨ ¬x196)

��� ���� �� ������� ��� �� ����� 23# ����� 	� � 
�����
	�� �� Fj G��
4� 
�� ������ �	���	�� �� ������� �� ���� ������� ���	
�� �����	���"
�� ����� �	� �	���	+
�	�� � � #$� �������

,C@



	���������	 ��� ������ ����	 ��������� �������

$� � %�&�"�� "��"�'# ��  �( �����)* '�*#

$ ��	
�� ��
��	� ��6�	����� �� ��
���	�� �
���� S 	� �� ���� ��� ����
����� �	� ��	���� ������ �	��	��	��" 	���"

∀k ∈ K : Prob(Gen → k) = 1/|K|.
*� � ���� ����� �	��	�� �	�� �� �	1����" ����" �� ��� �������� �	�� ��
������� 	��������� �� ���	������� 
������	��� ��� �����
� � ������ ���
�	��	��	��� 4� ��
�� �� � �	1���� �
����	�� 5��� ����� ��� ������� � �������
����" ��� �� ������� ����� ��
� ���� ��������� �	��
�� �� �����
* 	� ���� �� ���� �������� ��������� ���� ��� ������ ��� ������ �	��	�
��	�� &A(� 5������" �� �	�� �� ��� ��	�	
�� ������	��" ���� ����	
 �� ���
���� � ���
	+
 ����� �� $#�** ��
���� 
����
���: ����� 
��� �����" �����

��� �����" ��
	��� �	�	�" ��� ��	� ����
�� 
���	��	���� ����� ����	
	���
��� ���� � �%����� �� �������	
 
�����	�� �� �������� ��������	�� ��� �	�
��	�� �������: �� �������� ��� ����	��� 
���	��	��� �� �����
	�� �	�" ���

����� ��� � #$� ���� �� ���
�	��� 	� #�
	�� @�@�

23# ��� 
���	�� �� �	�� ����" �� ���� ����� �	� �� ��
� ��� ��� �����
4� �	�� ��� ������ ��� �	��	+
�� �	 �� 	 	� ������ B��� ��� ����
�� 
����
��
��
��	���� 23# ��� 	� ��� � ��	�� k1k2 . . . k8 �� �	�� �	���� ��
���� �������
���� ���
	+
 ����	
�� ��� �� �������	 ������� ��� ����	
	��� ��� ��� ��
����
�� �	�� ������� 	�����	�� ����� ��������� $��� �����	�� ����	
	��� � 
����
�
�� 
���� ���� �� ��� ���� �� �� � ����	
�� ��� ���
� K′� $�� ��� ����
���	�� K′ ���� �� ��	��� 
������ 	������ �� 
����
�� ����	
	���" ��� ���
����� ����� 	� ����	�+���� ��%��
 ����	��� ���� ���� 	����
� ����� ����
��� ���� K′ 	� �6�	����� � ���� ��� ���� K \ K′!�
*� ��� �%���	���� �� ��
�� ��	���	�� �� ���� ��� �� �	1���� �	B�:

�,! #� ��: ki ∈ {97, 98, . . . , 122},
�@! #� ����: ki ∈ {97, 98, . . . , 122} ∪ {48, 49, . . . , 57},
�A! #� ������: ki ∈ {97, 98, . . . , 122} ∪ {65, 66, . . . , 74} ∪ {48, 49, . . . , 57}.

��� �	B�� �� ��� ���

�,! ��: 268
.
= 237.6,

�@! ����: 368
.
= 241.4,

�A! ������: 628
.
= 247.6.

*� �%���	����" �� �%��
 ��
� ��� � �� 
����� ���� ���� �� �����
	��
�� �	� ��	������ ������ ������	�	�� 4� 
�� ���� �%����	�� ����
� � �	�

��� ���� ���	��: �� ��� �������� ���� ���� K′ 	����� �� ��� ���� ���� K
����� 
����� � �	
	����� ��
�!� ���� �� 
�����%	� �� �%����	�� ����
� 	� ���
��
	���� �	�	�� �� �	B� �� K′� 4��� ��	�� �������	
 ��
�" �� �	��	�� �	��
�� �	1����� ��� �	B� �� �� ����� 	�
������ �� ���		���� 
������ ��� ����� ��

,CA
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 ��	����� ���� 
 ����� �����

�	
�� �� 2������	 
	�����	 �����	���� �� ��	 ���	�
��� ������ �� 
���

	��	 12� ���� ������
 ���	 �	���

����� 
����
�� ����	
	���� ����� ���		���� 
������ 
�� 
���� � ������ ���	�
��	�� �� � 2=99 ����
� 	� � ����
� ���� ��� 	������ 6���	�� 	� ������
���� ���		���� 
������ ��� ������ � ����
� �� ���
	
�� 
�����%	� � ����
��� 
��������� � ����
	�� �� ������
�� 3��� 	� �� 
�����%	� �� �� �)
	��
#$�������� ��
� �� ���� ����� ����
�� ����	�� �� 23# �	� ���� ������
� 	�
�6�	����� � 240 �����	��� �	����� �� 256!" ���� �� ���� ��
� �� �� ��
������ ���� 
�����%	� �6�	����� � 234 = 240/56·48 �����	���H
��� +�� �%���	��� 	� ����� �� �	����	�� ��	�� �� ���� � ��	��� 
���

���%	� �� �������	
 ��
�� �	� ��
�� ����
	�� ��� �����	�� ���� 	� &,",@",C(�
4� ������� �� ������� ����� �� c ��� ����� ����
�� 23# �	� N ������" �����
2c 	� ��	���� �	B� �� ��	��� ����
� ��� 	� ����� ����� ������� ��� ����� 2c

	� �	�	��� � �� �%��
�� ������ �� ��
	�	��� 	� � 2=99 ����� #$� ������ &,(�
4� ��� 
����� � ��	�

r(N,K′) =
c(N,K′)
log2K′ ,

��� K′ 
����� �	��� �� ����� K ������� �� ��		!" �� ��� �� �� ��� ��" ����"
������� ��� ��	� r 	� ����� 	�  	���� ,� 4� 
�� ��� �� ��� ���� 23# ������
23# �	� � ���� ,@ ������!" �� �������	
 ��
�� ������ �� �� 
�����% ��
�����
	�� �	
	����� ��
�� �� � 
����� ��
��� �������	�� �� �� �)
	��
�
�� �� ������!" �� �� ����� *� 7�,8 ����� 23# �� ��� �	�	��� 
�����%	�
����
	�� 	� ��
�� �� ���� ������
� �� 	� ��
�� �������	�� ����
�� ������
��

,CF



	���������	 ��� ������ ����	 ��������� �������

$� 	�����	�� �	��	�� �

��� �	� F������ 23#" ����� ���� 	� �� ����������
�	��	+
�� �	1����
� 	� �%��
�� 
�����%		�� ������ �	1���� ���� ��	� �	��
�� 
����� �� � ���� 23# ��� �
������" ����� ���� �� �� �	� 	������� 	�
����	
	��� ��� ���� 	������ 	� �� +�� ���� ������� $� 	�����	�� ������
�
6���	�� 	� ������ �� 
�� ���	������� ��	��� ��� �
������ ��� �����	�� ����

	���� ���	�� � ����� ����� �������	
 ��
�� ��� ���
	+
 
������ �� ����H

4� ���� 
����
�� �%���	���� �	� D	�	#� � ���	�� �� �	����	�� �������
4� ���� 
����� � ����� ��� F� ��� 7������ 23#" ��� 	�
����� �� 
������ �
����	
 ��� ���� � ����� ����� 	� $#�** ��
��	�� ��� ��!� 4� ���� ��� ,88
	����
�� �� �� ������� �	� 
����
 ����" ����" ���� �� 
���	��� ���� �����
�����" ��� ,88 	����
�� �� ������ ����� ����� 	� ���� � ����	�	��� 
���
� ��
������ ��� 	� 
����
" 	� ��� �%���	����" ��� #$� 	����
�� ���� �	� �� ����
����� � �� ����	�+����� ��� ������ ��� ������	��� 	�  	���� @ ��� ����� ,�

�	
�� �� ��	 ���
������� �� ��	 ����	
 �� 	������� :�� ��� ����	; ��	
�� ������� ��	� ������� �������	� �� + :�� ��	 �	��; �� , 
��� 12�
:�� ��	 
����;� ��	 ����	� ��� �������� �����	� ���� 
	��
��� ���	�8
���� �	�� �� ����� �	��	
�� ��	 �
�8����
	 ���
������� �� � ���
�������
��
 �������	� ���� ��

	�� �	�� ��	 ����� ����
	 ��	 ���� 
���� �	��
:���� �	
� ���� �
��������� ����

	��;�

���� �� <��	 $ ����
���� �� ��	
��	 ����	
 �� 	������ ��
 ������� ����8
��� �������	� �� +8 �� ,8
��� 12� ���� �����
����� 
	��
������ ���	�����
�	�� �� ����� �	��	
� ���� ��
 ��

	�� �	�� �� 
������ �	�	
��	 �	���

F������ 23# 7������ 23#
=������� >����� =������� >�����

$������ 9�� 2�
	�	��� ,F ,F @. @-
>���	�� � log2 26

8 A. I A. I ., I .F I

* 
�� �� ���� �� F������ 	����
�� ���� �	�	��� ���������
� ��� ��� 
���
��
 ��� 	�
����
 ����� 5������" �� ���
	�� �� ��� ���
� 
������ �� ��
	�	���

,C'
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 ��	����� ���� 
 ����� �����

	� �	���� ��� ����	
�� �� �	����	�� ��� 
��������� � ��
� �� ������	
��
����!� * 	� 	�����	�� � ��� �� ���� 	����
�� �� �� ������� ���� ���	��
� ����� ��� �� ��	
�� ����" ��	
� 
�� �	� � 	���)
	�� ����	�	
 ����
	��
�� �	� �� D	�	#� 	� 
�����	��� � �	����	���

*����
�� �� 7������ 23# ��� ������ � ����� ��� ����	
�� �� �	����	��!�
�� �� ���� ����" �� 
�� ������� �� �� �	��	��	�� 	� ��� �	1���� ����
�� �%��
�� ���������" ��	
� 
���� ���� �� 	� ������ ����� �� ����	�	
�
�������� �� �� ������ ���� ���� �������
�� �1�
� D�������" �� 
����
 	��
���
�� ��� �� ������� ��	���� ���	�� � �����" �� ��� 
����
 ��� 	�
����

	����
�� ���� 
�����%		�� �	�	��� � ���� ����	
�� �� �� �	����	���

+� ��#���&���� " %�&�"�� "��"�'#

* 	� ���� ���� � �	��	��� �%����	�� ����
� � ���	��� 
�������: �� 
��
��� ���	 �� ����
� ���
� � ������� ������� ��� ���� ��� � 	��	�	����

����	�� ������ *� �� ���� M �6�	����� 
����	�� �����" �� 
�� ��� ���	
�� ����
� ���	�� 	�� M �6����� �	B�� �������" ��� ���	� M �	��� ��������
*� �� ����� ���� �	1���� 
����	�� �����" �� 
���� ���� ������� ����" ���
��
� ���� 	� �	��� � ��� ��� ��
� �� ����
� �� � ����	��� ��� 	� +�	�����
*� �� ����
� ���
� 	� ����� ������" 
�����	
�	�� ��� ��������� ��������
	� ����	�	����

�� �	��	��� �������	
 ��
� �� 
�� ����� � �	�	��� ������: #��	 �� �����
��� 	�� ���� ����� ����" ��� �	�� ��
� 
����	�� ���� � ������� ��� �

������� ��
� +�	����" � ��� ��� 	� �	��� � �� ����� 4� 
���� ���	 ��
�� �������" �� ��� 
������ ��� ���� �	������������ *�����" �� ����
 ����
���	����� 
���������	�� � ��� �	�" ��� k1, k2, . . . , km� ��� �� �� ���	����� 
��
����	��� ���� � ��� M = 2m ������� *� �� 
����
 �� ��
� �� ��� ������
���� �� 	� #�
	�� A" �� 
�� ����
� �	� ���
� ������ ������ ���	�� �� #$�
������ ����� ���� 3�
� �� ���� M ���	������ 
�� �� 
���	��� �	� ��	�	���
�� �������� *����� �� �� ��	�	���" �� �� M ��� #$� ��������� �����
�������� 
�� �� �	��	���� 	�� 	��	�	���� 
����	�� ����� � ��
	��� *� ��
�%��
 ��� ��	���	�� ���	����� ��� �� ��	�	��� #$� �������" �� �	�� ��M−1
?�#$� ������ ��� ��� #$� ����� �	� �� 
����
 ����	�� ���� �� 
����	��
������

����� ��� ���� ���
	+
 	����� �	� �	��	��	�� ��� ����� #$� ������� �
���� ������� #$� �������� �� �����	�� ���� �� �� ���� ��� +�� ��� 	� ��
?�#$� 	����
�� ��� ������� ������ � ����� ��� #$� 	����
��� *� �� �	��	��
�� M ����" M − 1 ��� ��� �� ���� 
����� 5������" 	� �� ���� M ��������

����	�� �����" �	� ���� �� ����" �� �� 
�� ��� �� ���� �� �� ���	� �
���		�� ������� *� M 	� ��
� ������ ��� �� ������ �� 
����	�� �����" ���
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	�� �	1����
� ������ #$� ��� ?�#$� 	����
�� 	� �	��	+
��" �� 
�� ����
����� ��� ������: ��
� �� #$� ������ ���� ���� 	�� ��� ��6�	��� � +��
#$� 	����
� ��	� �	�� ������	�	�!" �� ���� 	� ��	� ��6�	��� ���� �	��	+
��
�������	�� � 
����� �� ���	�	
�� �	��	��	��" ��� +�� ��� �� �����"
�� �� ��	��� 
�� �� ������ ��� ���� ��
���

��� ��
��� ������� 	� �� �� �����	�� �� ��� �	� ��������" ��� ���		��
�� ����" �� ���� ���� �� �� ����	�	
 ������� �� �� #$� ������� #$� ������G�
����	�	
� ���� ���	�� � ��
	�	�� 
���� ��� 	������	�� ���� �� ����� �����
��� ��� �� 	 	� ��������	��� �� ��� �����!� #$� ������ 	����
�� �� �� �����
������� 
������" ��� 
���� ��� 	������	�� ���� ������� 
������ 	�����	�� ��
�	� �� ������� ��������� ��� ���� �	� �� ����� ��������" �� ���� �)
	�� #$�
������G� ����	�	
� �� 
�� �%��
� ��� ��	��� ������ ����� � �� � ���	 ��
��� � ���� � �%�
�� �� ���� ������ �� ������� �� �� ������ �� 
����	��
������ 5������" 	� ���� 
���� �� ������� 	����
�� �	�� �� �	�� �� ����� ���
����� � ������ ��� � ������ 
�����	�� ��� 	�� �
�����	�� ����	
	���!�

�� �%��	�� �� 	����� �%���	�������" �� ���� ����	B�� � ���	�� �� �%���	����
�	� �	%������ 23# ��� D	�	#� ������ 	� �	��	���� 
����	�� 
����� &,F(�
��� ���� ��� � 
��
� �� �1�
� �� �� ��� �	��	��	�� �� �� ���	����! ���
	�� �� �������	
 ��
��4� 	����	��� �� ���� �� ��������
� �� ����	�� 	���
�� �� ������ �� ������� �	�" �� ���� �� ��	
� �	� ��� �������� 4� ��� ����
���� �� �����	�� �����	��:

�,! ���� : 4� ��� �� +�� m �	� �� �� 23# ���� ��	� 
�� �� ����� �� ��
� ������ ����
	�� �� �	�" �� ���	�� ���
	�� �	�	���	���� ���� �	� ����
������

�@! 	��� : 4� 
��� �� ������ �� �

�����
�� �� 23# ��� �	� 	� �� �������
���� � ���	�� �� #$� ������� ����� ���
	���� 	� �� 	���% �� ����
�� �������!� 4� ��� �� +�� m �� �� ���� ����� ���� ��� ����

�A! ��� : 4� 
��� �� ������ �� �

�����
�� �� 23# ��� �	� 	� �� �������
���� � ���	�� �� #$� ������� ����� ���
	���� 	� �� 	���% �� ����
�� �������!� 4� ��� �� +�� m �� �� 	���� ����� ���� ��� ����

��� �����	�� �����	�� 
��� ���� �� ����	�	
 �%���	��
� ���	��� 	� ����
��
��� ��� 	��� ��� ��� �����	�� ��� ��	���� �� �� ��
 �� ���� ����
� ���	���� 	� ���� 	� � �����" �� ���� �� �� ����� 	 	�E���
���

*�  	���� A �� 
�� ��� �� ���	�	
�� �	��	��	��� �� �����	��� �� ����	��
	��� �� #$� ������� ��� ��� 	��� ��� ��� ������ ��� ���� ������ 	� �	�	���
� �� ��� ���!� ��� ���� �	� �� �����" �� ����� �� 	�� ������ � ����� ��
����� �	��	���� 	����
� �� �� #$� �������� $� �%��
��" �� ����	�� 	���
���� � �	��	��	�� �	�	��� � � ���������� ��� ��� �� �� ���� ������ ���
	�	��
� ���� �	� 	� � ��	�	
�� ���!�
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 � ?���? �	�	����� �� ���� 
�� ��	 
���� ��
 � ?��? �	�	����� �� �����

�� �� ���� ����" �� 
�� ��� �� ���� 	� �� ����� �� ����	��� �	1����
� ���
���� ����	�� 	��� 	� �� 	��� ��� �� ��� 
��� ��� �� ���� ������ �� �������
�	�� ��� �	1����
� 	� ���� ���� 	�  	���� F" ��	
� ����� � 
������ ��	����
��� ����	�� 	�� � ����� �� ����� ����� ����� �� ���	�	
�� ��	�	
� ���
�	��� 	� �� +�� �%���	��� �	�
���	�� �� ���� ������ ��� � 
�����	���
�	� �%����	�� ����
� �� �� ���� �������!�

�	
�� �� 2������	 ���	 �����	���� ��
 ��	 ����	 ������ �� /,8��� ���8

��� 12� ��
 �#	
	�� �	�	������ �� ����	
� �� ��	��	 �����

4� 
�� ��� �� �� ��� ��� �� ���� ������ �����
� �� �%��
�� �����
�� ����	�� ��� 	�� ��� ������ �� �	��	���� ����� �� �� ���� ����" ���
	��� ������ �������� ����	���� 
���	����� �
���� �	1���� ������ �� �������
�	� �	� ���� � ���� ��
�	�� 	� ���������
� ���� ���� ���� ��� ���������
4� ��� �� 	� �� �%������� �� �����	��� ��� �� ��� ��� �� ���� ������
� � �	���� ��� ����� �� �	� ��� �������" �� �%��
�� ����	�� 	�� ������ ��

��������� � �� 	��� �������
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	���������	 ��� ������ ����	 ��������� �������

����" �� ������� 	���
 �� �� �	��	��	�� ������ 	� ���� �	��	+
���
������ �� ���� ��� �� ��� 
��	
� �� ������� �	� �	�
���	�� �� ������
�� �	�! �� �� � ������������ 	�
����� 	� ���������
�� *� ���
	
� ��� 	 	� ����
	�  	���� F!" �� �	��	��	�� ������ 
�� ���� 	���
 ������ ��� #$� ������
����� �������	
 ��
� 	� ���� �)
	�� ��� �%����	�� ����
�" �� ���

,� � %�&�"�� "��"�'# �� !� ��) � '�* #���"���

�����	
�� ��� ��
����� ��
�� ��
�� �� ���	�	�� � �	���� ��� ���� � ��
���
� �� �� ����� =�� ��	��� �� �� ���� ����" 	� �� ���� ����� �	��	���" ��
��
��� 	� ���� � ���	� ���� =�� ��	�� ��
����� �� ���� �	1���� �����
#������ �� ��
� �� ���� =�� ��	�� 	� ����� �� �� ���� ���	��%� $�
���

�� ���	�� �� �%����	�� ����
� �����	��� 5� ���� �� 
	�����%� ��� ��������
� ���� ����!� ���� �� �	�� � ��
���	�� �� ���	��% �	� ��
� ���" ��� 
��
��
������ �� ��� ��� 
	�����% ���� �� ��� ��	� ������ �� ��
��� � ���	� ���
�� ����" �� ��� ��� �� ���" ��
� ����� �� ������� ��� �� ����	�� 	��	�	����
�%����	�� ����
��� ��� ��
� �� �� ����� ��� �	��	�� ���� �� ���� ���� ��
�
���	��% ��� 
	�����% 	� �	1����" �� �� ��
��� ��� �� ��
� ��� ���	��
��
� =�� ��	��

$� ������� �������� �� �����	� 	� &F(" �������	
 ��
�� 	� ���	��� �
����	�

�� �� ���� �)
	�� 	� �� �	������� �
����	�� *� &F(" �	� ��� 
����� �� ����

	�� ������	�� �� <�#� ����	�� � � �� �� ���� ���� ��� ��	
� �� ��
� 	�
��
� ����� ��� ��� �� ������� ���� 5������" �� �� �	�� ����" �� �������	


���������	� 
�� ����	�� � ������� ���� 	� �����	
 ��� ����
� 	� �� ���	���
�
����	��

 �� �� ���� �� �	���	
	�" �� �� ������� �� ��� =�� ��	� 	� ������ � 	����
	�� �� 
���������	�� ����  ���������" �� �� ��
��� 
����
 M =�� ��	��
(m(i), c(i))" ��
� ��
����� �	� � �	1���� ��� k(i) �������� � �� ��
���!�
��� ��
��� 
�� 
�����
 � ����� ��� �� 
	���� ����� ���	��% ��� 
	�����
�% �	� ��� ���������� �� ��������" �� �	�� 
��� ��� u" ��� v � �	1����	��
��� ���� �����	
 �������� x� ��� ��
��� 
�� 
�����
 M 	��	�	���� #$�

�������� �� ���	�� ���		���� ��	 
������ 
���	�	�� �� �	����� uj " 	� m
(i)
j = 1"

�� ¬uj " 	� m
(i)
j = 0" �����
	����� #	�	����� �� ���� ��	 
������ ��� vj � 4	�

���� ���	������" �� ��
��� 
�� �� � ����� M 	��	�	���� ������� *� ��
���� ���� � ���	� ��� �� �� ����" �� 
�� �� ��
�� ��� ���� ������ ��������

����	�� �����! ��� ����� ���� �� �� ������ ������ 5������" �	� 
�� ����
�� ���� �	� �%����	�� ����
�" ��� �������	
 
���������	� ���� �� ���� � ���
���
	�� �������� 	� �	� 
��� �	� ���� ��� �� ���
	�� 	����
�� �� ���� ��� ��
�
�� 	� &F(!�
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�� �� ��	 	�	�	��	 �� ��	 ����
���� �� ��� ����	
 	������� �� ��	
����
���� �� ��	 ����	
 �� .( ���
�� >� ��	 �	�� ��	
��	 ����	
 �� 	��8
����� �	��
	 ��	 �
�� �	� �� ���� �� �������� >� ��	 
���� ��	
��	 ����	

�� 	������� �	
 �	� ��
 ���
����

�� �� ���� ����" �� ��
��� �� ���� ��� ��� ���� �� ������ ����
� 
�����
 M 	��	�	���� ������� 5� 
�� ��
��� �� M ����� =�� ��	�� ��
��� �������" ��	
� 
�� �� �%������� 	� ������	
 ���� ��

Φ =
((

u(1) = m(1)
) ∧ (

v(1) = c(1)
)) ∨

((
u(2) = m(2)

) ∧ (
v(2) = c(2)

)) ∨ · · ·
· · · ∨

((
u(M) = m(M))∧(v(M) = c(M)

))
.

3�
� �� �� �%�����	��� (u(i) = m(i)) 
�� �� �%������� �� � 
�����
	�� �� �	�����

uj " 	� m
(i)
j = 1" �� ¬uj" 	� m

(i)
j = 0" �����
	����� #	�	����� ��� (v(i) = c(i))�

 ������ Φ 	� �� 	� �� " �� 	 
�� ���	�� �� ����	�� � �	� ���� �� ���		�
���������	�� &,.(�

*� F �%������� �� ��	�	��� ����� ��� �� 
	����" ������� F ∧Φ 	� ��	�+�� ���
��� ��� �� ��
���� ���� m(i) � u(i)� D�������" ��
� ����� �� ��	�+��	�	�
�	��� �� �� ���� �� ����� �� �� ���" �� ���� �� 
���������	�� ���	��% ���

	�����%� ��� �� �� ��� ����	��� �� F ∧Φ 
����� �� ����� �� �� ����� �� +��
��� ����	��� �� ���� #$� 	����
�" 	 	� ����	��� � ���	�� �� 2=99 �����	��
� �%
���� �� ����	�� �� ��� ����� ��� 
��	��� �� ����
�� ��	� 	� ��
�	��
�� �������� �� D	�	#� ������" �� ���� ��� ������� ��
� �� #����#�
�� ��� ���� � ����	�� ��� ������ �� ��	�+��	�	� �	�	� ��� 
�����	���

4� ���� 	�
����	�� �� �	B� �� �� =�� �� �%�����	����" �� M = 2m

��� m = 0, 1, 2, . . . , 8� *� ��� �%���	���� �� ���� 	������� ��� M 	�E���
��
�� ������� ������ �� ��
	�	��� ��6�	��� � +�� �� +�� ����	�� �� �� �����
��	� 
�� �� ���� �� D	�	#�!" ��� �� ������� ������ �� ��
	�	��� ��� ����	��
�� �� ����� ��� ������ #����#� ��� �	� �%���	���!� ��� ������ ��� ����
����� 	�  	���� '� 4� 
�� ��� �� �� ���� �� �������� 	� �� ���� ���� ���
���" �� �� �� ���� ����" ���� 	� �� ���
	+
 ������ 	� �� ������ �� ��
	�	���
��6�	��� � +�� �� ����	��� ��	� ���� �� ���� �� �� 	�� ���� �� 	�
�����"
�� 	 ���� 	�
������ �	������ �	� �� �	B� �� �� �����" 	����� �� �%�����	�����
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�� �� ���� ����" 	� �� ��� 	������� 	� ���� ����	���" ��
� ��� ����	��
��6�	��� �� ������� ���� ������ �� ��
	�	���� ��	� ����� �� ������� �������
	� �%����� �	� �� ����	�� ������ �� =�� ��	�� ���	��� �� ��
���" ��	
�
����� � � �	��	+
�� ���	��� ��� ��� ���	���� 3���" 	� �� ��
��� 
����
� �	��	��
=�� ��	��" �� ������� ������ �� ��
	�	��� 	� ,.8�	��� ����� ��� ��
� ����
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