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	 I2 = [0, 1)2�

���������� �� �	� x = (x1, x2) ∈ I2 ��� �	� α ∈ R\Q� �	 ��� ���� ��	
�������� Y : [0,∞) → I2 �	��	� �

Y (t) =

(
2 ·
∥∥∥x1 + t

2

∥∥∥, 2 · ∥∥∥x2 + αt

2

∥∥∥) 0 ≤ t < ∞, ���
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x

����	 α

�	
�� ��

���������� �� �	� S ⊂ I2 	 �� �
��
�
� �	���
��	 ���	� �� ��	 ����
����
	 ���� �		���	 �	���
	 λ(S)� �	 ��� ���� S �� � ����	� 
	�����	

�	� ��
 ��	 �������	������� �����
� ���� ���
���� ����	 α ��� ���
���� �����
x=(x1, x2)∈I2 �� ��	 ����
������ 	

�


ΔY
T (S, α,x) =

∫ T

0

χS

(
Y (t)

)
�t− Tλ(S) �"�

�� �����
��� ����	� ��
 ��� T > 0� #	
	� χS �	���	� ��	 ���
���	
����� ��������
��
 ��	 �	� S�
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�
����� 
	����,

	
����� �* 	 � !�� �
	 S ⊆ I2 �
 �� ����	��� �
�
���
 �
�������
 �
	 �� 	�

���	 �����
 ��	� ����	��
 �
����
� ��
� ��� 
�
� ε > 0� �����	 ��� α > 0 ���

�
� �	��	��� ����	 x = (x1, x2) ∈ I2 �
 ���


ΔY
T (S, α,x) = O

(
(logT )3+ε

)
. �'�
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 �	
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�	 ����	����� �� �	�� S� �	 ����,
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�� ��� �����	 ��� α > 0 ��� 
�
� x ∈ I2� 
�
� ������ S ⊂ I2 ��	� ��

��
 �� ����
 α �� −α �� � �����
� �
�����
� �
	 ��� 	�
 	������
�������
�������� ��	� �	��	��� ����
 α ��� �	��	��� ����	 x�

� ��� �����	 ��� α > 0 ��� 
�
� x = (x1, x2) ∈ I2� 
�
� ����
 �
	 S ⊂ I2

����
 ������� ∂S �� � 	���
 ���	������� ��!
�
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 ����
 ��	� ����	��
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�������
�������� ��	� �	��	��� ����
 α ��� �	��	��� ����	 x�

�	 ���� �		 �� ��	 �
���� �� ��	�	 
	����� ���� ���� 0�	�
	� 	����� �������
�
�� �� ��������� 
	���� ����� �� &1( ��
 ��	 ���������� �

������� 
�������
X(t) := ({x1 + t}, {x2 +αt})t≥0� ��� � ��	 2�����������	������	3 ����	��	� �
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� �� �� ��	 0�	�
	� ���� �	����� ��	��	
 ��� 
	����� ���	 �
	 /����
	/	� ��
 ��� �

������� ����	� α� �	 ���� ��/	 �� 	��� �
���	�� ���� ���		� ��	
��������� �� ��	 ����	� �� ��	 	��	� ������ 	 �����	� �� �	�	
��� .�
	�/	
�
�	 ���� �
�/	 � ��� ���� ���� 	 ��	 ���� 	4�
� �� ���� ���	
 � ���� ��	 
	�����
�� 0�	�
	� �� ��� � �� �	�	
�� �� ��� ���� ��
 ��� �

������� α�

��	�� �	 ���� ����,

	
����� ��

�� ��� 
�
� α > 0 	�
�
 �� � ������ S ��	� �� 
��
 �� ����
 α �� −α ����
	��	 S �� ��	 � �����
� �
�����
� �
	 ��� 	�
 �������� ��	� �	��	��������
 α
��� ��� �� �	��	��� ����	 x�

� ��� 
�
� � ∈ [0, 1)2 	�
�
 ��
 ������	��� ��� ����� r� �
��
 �� ��
��	
���� �� ����	��
 �
��	�� ���� 	��	 	�
�
 �� � ����
 α ��� � �	��	��� ����	 �
���� 	��	 	�
 ���" ��	� �������	 � ��� ������ r �� ��	 � �
	 �� �����
�
�
�����
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��
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 α ��� �	��	���
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 	%����	� � * 	 � ! �� &"( ��	 �	������	 ��
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� ���� ��		 +���
	 "� ����� ���� ��	 �
��	� �� �����
����

�	
�� ��

�� � �����
� ���� �� ��	 ���� ����
	 ���� 
	��	�� �� � ��/	� �	�� �	� S �� 	���/��	��
�� ��	 �
��	� �� �����
���� �� ��	 ��

	�������� ���������� 
������� �� ��	 2×2
����
	� ��	
	 	��� ��	 �� ��	 ���
 �����������
	� �������� � 
	6	��	� ���� �� ��	
��/	� �	�� �	� ��		 S1, S2, S3, S4 �� +���
	 '� 7� ���
�	� ���� ����� ��� 	 
	���	�
�� ��	 �
��	� �� �������� ���������� �

������� 
������� �� [0, 1)2 ���� 
	��	��
�� � �����
 1/2 
	���	� /	
����� �� S1, S2, S3, S4�

8� �� ��� ��	 ���������� ��	� �������� ��	 ����
������ 	

�
 ΔY
T (S, α,x)

��
 ��	 �������	������� �����
� ���� ���! ��� 	 �
��	� ��! �� ��	 ��/	������
���� �� ��	 ����
������ 	

�
 ΔX

T (S̃, α,x) ��
 ��	 ���������� �

������� 
�������

��	
	 S̃ �������� �� ���
 ��

�
	� ��� � � �����
 1/2 
	���	� ����	� �� S �����
����	�
���� �� (1/2, 1/2��
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 	 � �� 0�	�
	� � ������� ���	����	�� �
�� ��	 ��/	 ����
���	
������ �� ��	 ��������� �	������	 ��� �
�� 0�	�
	� � ��� 0�	�
	� " �� &1(�

�
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 � � � � � 0 � 	 � 
 	 � "�� �	� α > 0 	 ��/	�� 5�����	
 �
�� � �
�����	 S ��		
+���
	 )� ���� ��
�	
� �� (a, 1) , (1, 1 − aα) , (1, 1)� ��	
	 a �� ���� ����
0 < aα < 1 ��� ���� ���� a 	= 1

α{kα} ��
 ��� k ∈ N�

1− α�

�

8
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8� ��	 ���	 �� S ��� ����	 −α� :�������� �	��� �� ��	 ��/	��������� �� ��	
���������� �

������� 
������� ���� ����	 α ���� 
	��	�� �� ��	 ��
���	���
�� S̃
��		 +���
	 1� ���� ��
�	
� ��(

1

2
,
a

2

)
,

(
1

2
,
1 + αa

2

)
,

(
1

2
+

a

2
,
1

2

)
,

(
1

2
,
1− αa

2

)
.
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�� ��

;��	 ���� ��� ���	� �� S̃ ��/	 ����	 α� ��	 ���	
 ��� ��/	 ����	 −α� ��� /	
�����
�������� [A,B] ��� � �	���� �� aα 	= {kα} ��
 ��� k ∈ N� �	 ���� ���� ��
 ��

���
���� ����� x ��	 �	� S̃ �� �� ����	� 
	�����	
 ��
 ��	 �

������� ����������

������� ���� ����	 α� #	��	 ��	 �	� S �� ��� �� ����	� 
	�����	
 ��
 ��	
�����
� ���� ���
���� ����	 α ���� ��� ���
���� ����� x��

���		�� �� �� 	��� �� �		 ���� ��
 ���� �	� S̃ �	 ��/	∣∣∣∣∣∣
T∫

0

χ
S̃({t}, {αt}) �t− b ·

[T ]∑
n=1

χ
[A,B]({nα})

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1.

�� ��� ����� � <	��	� �� &=( ����∣∣∣∣∣∣
[T ]∑
n=1

χ
[A,B]({nα})− aα · [T ]

∣∣∣∣∣∣
�� ������	� ����	 B −A=aα 	= {kα} ��
 ��� k∈N�

 =



#��# $% &$�����  �'����� %$ ��� &�""�� � $� � #(�� �

#	��	 ����	 ���� λ(S̃)=aα · b�∣∣∣∣∣∣
T∫

0

χ
S̃({t}, {αt}) �t− T · λ(S̃)

∣∣∣∣∣∣
�� ������	�� �

$� "���� �� �#����� ! %

0�	 �
��� �� 0�	�
	� " ���� �		� ��	 ���� ��
!� �	 ���
� ���� ���	 ��%�
����
� 
	������ >��	������ �	 ���� ��/	 �� �	�� ���� ��������� �� ��	 ��
�

gm(x) :=
1

2m

2m−1∑
k=0

√
1− (1− k

m
− x)2 �)�

��
 x ∈ [0, 1
m ]� ��	
	 m �� � ��/	� ������/	 ���	�	
� 0�	 �������� gm �� ������
��	�

�� +���
	 =�

gm(x)

x1
2m

1
m

�	
�� ��

�	� ��� m 	 �%	�� ��� hm(x) := gm(x)− gm(0) � �� �� 	��� �� �		 ����

hm(0) = hm(
1

m
) = 0, hm

�� �
��
�
��� ���	� ��4	
	�����	 �� (0, 1
m )� ���������� �� [0, 1

m ]� ����	�
��

�
���� 1
2m ��� ��
����� ���/	% �� [0, 1

m ]�
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+�
��	
 �	 ��/	

���� ��

�� ��
�
 
 ��	 c′, c′′ ��	� 0 < c′ < c′′ ���� 	��	 ��� ��� m ����
 
����� �
 ���


c′ · 1

m3/2
< hm(

1

2m
) < c′′ · 1

m3/2
. �1�

� ��
�
 
 ��	� c′′′ > 0 ���� 	��	

hm(x) ≥ c′′′ · 1

m

√
x �=�

��� ��� x ∈ [0, 1
2m ]�

9 
 � � �� 0��� �� ����� � ���	 �	����� �� 	�	�	���
� ��������� �	 �� ��� ��/	
��� �	����� �� ?��� ��/	 ��� �����,

• 0� �
	��
	 ��
� �� ���	 ����

hm(x) = gm(x)− gm(0)

= 1
2m

∑2m−1
k=0

(√
1−

(
1− k

m − x
)2

−
√
1−

(
1− k

m

)2 )

= 1
2m

∑m
k=0

(√
1−

(
1− k

m − x
)2

−
√
1−

(
1− k

m

)2

+

√
1−

(
1− 2m−1−k

m − x
)2

−
√
1−

(
1− 2m−1−k

m

)2 )

=: 1
2m

∑m
k=0 wm(k, x)

��� ���	 ���� �����	 ����������� ����� ���� ��
 k ≥ 0 ��	
	 �
	 ������	 ����
������ c′1, c

′
2 > 0 ���� ����

c′1 ·
1

m1/2 max(k, 1)3/2
≤ wm(k,

1

2m
) ≤ c′2 ·

1

m1/2 max(k, 1)3/2
,

�������

• 0� ���� ��
� � ���	 ���� ��
 x ������ ���� ��	 �
�� ������� �� hm� ��	�� ��	
������� ��
 !@A�

1

m

√
1− (1− x)2 ∼ 1

m

√
x

�� �� 
	�	/���	� �

 B
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 ��	� c1 > 0 ���� 	��	∣∣∣h′
m(x)

∣∣∣ ≤ c1 · 1√
m

� �

��� ��� x ∈ [ 1
10m , 9

10m ] ��� ��� � ����
 
������

#��
������ �	 ����� 	��	

h′
m(x) ≥ −c1 · 1√

m
�B�

��� ��� x ∈ [0, 9
10m ]�

� ��
�
 
 ��	� c2 > 0 ���� 	��	 ��� ��� m ����
 
����� �
 ���


h′
m(x) ≥ 5c1

1√
m

�C�

��� ��� x ∈
(
0, c2

1
m

)
�

$%
�
 c1 �� 	�
 ����	��	 ���� ���	 ����

9 
 � � �� 0��� ������� ���	����	�� �
�� �	��� � ��� ��	 ���/	%��� �� hm� �

�	� m ��
�	 	����� 	 �%	�� .�
	�/	
� �� ��	 ��������� �	� a, b, c 	 ��/	�

	��� ����

0 ≤ a ≤ b ≤ c <
1

m
,

���

Gm(x) := gm

(
x
)
+ gm

(
(x+ a) mod

1

m

)

+gm

(
(x+ b) mod

1

m

)
+ gm

(
(x+ c) mod

1

m

)
.

0�	� �	 ��/	,

���� �� ��
�
 ��
 c3, c4 > 0 ���� 	��	 ��� ��� m ����
 
����� ��� ���
a, b, c �� ����
 	�
�
 �� �� x0 ∈ {0, a, b, c} ���� 	��	 Gm �� �	���	� ����
�����
�� [x0, x0 + c4 · 1

m ] ���

Gm

(
x0 + c4 · 1

3m

)
−Gm(x0) > c3 · 1

m3/2
, ��A�

Gm

(
x0 + c4 · 2

3m

)
−Gm

(
x0 + c2 · 1

3m

)
> c3 · 1

m3/2
, ����

Gm

(
x0 + c4 · 1

m

)
−Gm

(
x0 + c2 · 2

3m

)
> c3 · 1

m3/2
. ��"�

 C
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9 
 � � �� -� �	��� ��	 �� ��	 ��������� 
	������� �����,

c <
4

5m
or b < c− 1

5m
, or a < b− 1

5m
, or a >

1

5m
.

-����	 ��
 	%����	 ���� c < 4
5m ����� ���	 ���	
 ���	� �
	 �
	��	� ����	 �����

��������� 0�	� �	� x0 = 0� �	� c4 := min(c2,
1
10 ) ��	
	 c2 �� ��!	 �� �	��� "��

0�	� ��
 ��� x ∈ [0, c4 1
m

)
�� ����� ����

(a+x) mod
1

m
, ��� (b+x) mod

1

m
, ��� (c+x) mod

1

m
�
	 ��� ��

[
0,

9

10m

)
.

#	��	 � �	��� "�� �	 ��/	 ���� g′m �� ��	�	 ����	� �� �� �	��� −c1 · 1√
m
�

*� �	��� "� ��
 x ∈ [0, c4
1
m ] �	 ��/	 g′m(x) ≥ 5c1 · 1√

m
��� �	��	 G′

m(x) ≥
2c1

1√
m

��
 ��� ����	 x�

+
�� ���� ��	 ���	
����� �� �	��� ' ���	����	�� ������� �

���� �� ��� ��� m ����
 
����� 	�
�
 �� � ������	
���� Λm �� [0, 1
m ] �� �
��	�

�	 �
��	 c4
3 · 1

m ���� 	��	 
�	�
�

Gm(x) > 2

2∫
0

√
1− (1− y)2 �y +

c3
2m3/2

= π +
c3

2m3/2
��'�

��

Gm(x) < 2

2∫
0

√
1− (1− y)2 �y − c3

2m3/2
= π − c3

2m3/2
��)�

����� ��� ��� x ∈ Λm�

9 
 � � �� 0��� ������ ���	����	�� �
�� �	��� '� �

9 
 � � � � � 0 � 	 � 
 	 � " � +�
 ��	 �
��� �	 �
��		� �� ������� �� ��	 �
���
�� 0�	�
	� ��  �� &1(� ��	
	 ��	 ��

	�������� 
	���� ��� ����� ��
 ��	 ����
������� �

������� 
�������� ��� �� ��	 ��������� �	 ���	���	� 
	�	
 �� ���� �
����

+�% �� �

������� α∈(18 ,
1
4 ) ���� �������	� �
������ 	%������� α=[0; a1, a2, . . . ]

��� ���/	
�	��� pn

qn
���������� al+1>q100l ��� pl 	/	�� ��
 ������	�� ���� l� 0�	
	

	%��� ���������� ���� ���� α�� �	� S 	 � ���! ���� ����	�	
 d := 2α/
√
1 + α2�

�;��	 ���� ��	 �	� �� α ���� ��	 ��/	 �
��	
��	� �� �	��	 �� (18 ,
1
4 )� �	��	 ��	

�	� �� ����	�	
� d �� �	��	 �� ( 2√
65
, 2√

17
)��
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#��# $% &$�����  �'����� %$ ��� &�""�� � $� � #(�� �

�	
�� ��

8������� ��	 �����
� ���� ���� 
	��	�� �� S �	��� �� ����� ��	 ��������
��� 
������� ���� 
	��	�� �� ���
 ����	� �� S ���� ����	�	
 α/

√
1 + α2 	���

��		 +���
	  �

+�
 ���� α ��� ��	 ���� �� ���� ���!� �� ��� ����� �� 0�	�
	� ��  �� &1( ����
��	 ���������� 
������� �� ��� �� ����	� 
	�����	
 ��
 ��� ���
���� ������ x�
�� ��	 �
��� �� ���� 0�	�
	� ��	 
	���� ��� ����� � �������� ��	 �������� gm
�� �	��	� �� ���� ��

	�� ���	
 �� ��	 	������� �� 8	����� ' ��� &1( ��
 gm ��
�	���	� � Gm�� ��� �� ��� ����� ���� ��	 /������� �� ��	 
	���� �� 0�	�
	� �� 
�� &1( �� ��	 �� ��	 ���� ���� ��
 	/	
� m ��	
	 	%���� � �����	
/�� Λm ⊆ [0, 1

2m ]

�� �	���� �� �	��� 1
6m ���� ���� 	���	


gm(x) >
1

2

2∫
0

√
1− (1− y)2 �y +

c̃

m3/2
=

π

4
+

c̃

m3/2
��1�

�


gm(x) <
1

2

2∫
0

√
1− (1− y)2 �y − c̃

m3/2
=

π

4
− c̃

m3/2
��=�

����� ��
 �� ������	 �������� c̃ > 0 ��� ��� x ∈ Λm�

*� ��������� ��	 �
��� �� 0�	�
	� ��  �� &1( �� 	���	� �/���� ���� ��������
��� ���
 ����	� �� ���!� ����	�� �� ��	 ���� �	��� �� �����

gm

(
x
)
+ gm

(
(x+ a)���

1

m

)
+ gm

(
(x+ b)���

1

m

)
+ gm

(
(x+ c)���

1

m

)
��
 ���	 a, b, c�

B�
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