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LES HUIT PREMIERS TRAVAUX
DE PIERRE LIARDET

MicHEL WALDSCHMIDT

A la mémoire de Pierre Liardet

ABSTRACT. Ce texte est une présentation résumée des huit premiers travaux
de Pierre Liardet. Il reprend 'exposé donné & I’Université de Savoie Mont Blanc
(Le Bourget-du-Lac) lors du colloque Théorie des Nombres, Systémes de Numéra-
tion, Théorie Ergodique les 28 et 29 septembre 2015, un colloque inspiré par les
mathématiques de Pierre Liardet.

Le premier texte publié par Pierre Liardet ’a été en 1969 dans les Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, il est intitulé “Transformations
rationnelles laissant stables certains ensembles de nombres algébriques”, avec
Madeleine Ventadoux comme coauteur. Ils étendent des résultats de Gérard Rauzy.

Dans la lignée de ces premiers travaux, il s’est attaqué a une conjecture
de Wiladystaw Narkiewicz sur les transformations polynomiales et rationnelles.
En 1976, avec Ken K. Kubota, il a finalement réfuté cette conjecture.

Il a ensuite obtenu des résultats précurseurs sur une conjecture de Serge Lang,
qui sont tres souvent cités. Nous donnerons un bref survol des résultats qui ont
suivi cette percée significative.
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1. Transformations rationnelles laissant stables certains
ensembles de nombres algébriques

Soit S ’ensemble des nombres de Pisot -Vijayaraghavan, c’est-a-dire des en-
tiers algébriques réels > 1 dont les autres conjugués ont un module inférieur a 1.
1l résulte de la définition que pour § € S et m € N, m > 1, on a £0™ € S.
G. Rauzy [34] B8] a démontré la réciproque suivante. Soit f € K(X) une fraction
rationnelle a une indéterminée non constante définie sur un corps K contenant
C et soit E un sous-ensemble de S tel que S\ E soit borné. Supposons que pour
tout § € E, on ait f(0) € S. Alors il existe m € N, m > 1, tel que f(X) = £X™

Pour généraliser la situation, introduisons un entier n > 1 et définissons
©,, comme 'ensemble des entiers algébriques de degré > n ayant n conjugués
de module > 1 et tous les autres de module < 1. Ainsi © est I'ensemble des
éléments de S et de leurs conjugués complexes. De nouveau, pour 6 € O,, et pour
m > 1, on a £0™ € O,,. P. Liardet et M. Ventadoux [I] généralisent le résultat
de Rauzy en démontrant que, réciproquement, si f € K[X] est un polynéme non
constant a coefficients dans une extension K de C, si F est un sous-ensemble
de ©,, tel que ©,, \ E soit borné et si f(E) C O, alors il existe m > 1 tel que
f(X)=+£X™.

2. Stabilité rationnelle

2.1. La propriété (P)

Soit K un corps. Suivant W. Narkiewicz [31]], on dit que K a la propriété (P)
si tout polynéme f € K[X], pour lequel il existe un ensemble infini £ C K avec
f(E) = E, est nécessairement linéaire. La propriété (P) résulte de la propriété
de Northcott, a savoir que les sous-ensembles de points de hauteur bornée sont
finis. Mais la réciproque n’est pas vraie.

P. Liardet [2] démontre que si K a la propriété (P) de méme que toutes ses
extensions de degré < n, alors les corps de fonctions sur K de degré < n l'ont
aussi: pour tout r > 1 et toute extension L de K(Xi,...,X,) de degré < n,
le corps L a la propriété (P). Ceci étend un résultat de W. Narkiewicz [31] pour
les corps de nombres.

P. Liardet introduit aussi la définition suivante: un corps K a la propriété (P')
si tout polynome f € K[X] pour lequel il existe un sous-ensemble infini F de la
cloture algébrique K de K avec max,ep[K(a) : K] < co et E = f(E) est
nécessairement linéaire. Il démontre que si K a la propriété (P’), alors toute
extension finie de K aussi, et toute extension transcendante pure aussi. Il étend
ces résultats non seulement aux fractions rationnelles mais aussi en plusieurs
variables.
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Dans sa note [3], P. Liardet considere des applications rationnelles f et g sur
un corps K ayant la propriété de Northcott, avec deg f > deg g, et montre, sous
certaines conditions sur les zéros de f, que si g est injective sur un sous-ensemble
X de K et si g(X) C f(X), alors X est fini. Dans leur texte [25], Halter-Koch et
Narkiewicz affaiblissent les hypotheses sur les zéros dans le cas des polynomes.

2.2. La conjecture de Narkiewicz

W. Narkiewicz [30] a conjecturé la caractérisation suivante des corps ayant
la propriété (P): un corps K a la propriété (P) si et seulement s’il existe une
extension transcendante pure L du sous-corps premier F de K et un ensemble
A d’éléments de L de degrés bornés sur K tel que L = K(A). K. K. Kubota et
P. Liardet [4] réfutent cette conjecture: ils construisent des corps ayant la pro-
priété (P’) (donc a plus forte raison la propriété (P)) qui ne sont pas de cette
forme.

Ils montrent aussi I'existence d’un ensemble infini P de nombres premiers
tel que le corps Q({/p | p € P}) ait la propriété (P’). Ils posent la question
de savoir si ce résultat est encore vrai quand on prend pour P I’ensemble de tous
les nombres premiers. La réponse, positive, a été apportée par Dvornicich et
Zannier en 2007 [22]. Dans cet article, Dvornicich et Zannier donnent un exemple
d’extension finie L/K dans laquelle L n’a pas la propriété (P) bien que K lait.
Ils ont écrit un article de synthese sur ces questions en 2008 [23] dans lequel ils
relient la propriété de Northcott et la propriété (P) au comportement des points
pré-périodiques d’applications polynomiales.

On déduit des travaux de Bombieri et Zannier [19] que non seulement le corps
engendré par tous les nombres ,/p, p décrivant I'ensemble des nombres premiers,
a la propriété (P), mais qu’il en est de méme pour le corps engendré par toutes
les racines n-iemes des entiers rationnels, premiers ou non.

La note [4] de K. K. Kubota et P. Liardet est citée non seulement dans l’article
de Dvornicich et Zannier [22], mais aussi dans ceux de L. Pottmeyer [33] et
M. Widmer [39].

2.3. Stabilité algébrique et topologies hilbertiennes

Soient © un corps, A et B deux sous-ensembles de 2. On désigne par P(A, B)
Pensemble des polynomes f € Q[X, Y] vérifiant:

(1) Pour tout a € A en dehors d’'un ensemble fini, il existe b € B tel que
f(a,b) = 0.
(2) Pour tout b € B, le polynome f(X,b) € Q[X] n’est pas le polynéme nul.

Ces ensembles ont été étudiés par de nombreux auteurs parmi lesquels
P. Liardet lui-méme [0] cite D. J. Lewis, W. Narkiewicz, S. Lang, G. Rauzy,
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A. Schinzel, C. L. Siegel. G. Rauzy [34, [35] a démontré que si f € P(S,S) ou S
est, comme ci-dessus, l’ensemble des nombres de Pisot-Vijayaraghavan, alors
il existe m > 0 tel que f(X,X™) = 0 dans Q[X]. Résolvant une conjecture
de Rauzy, P. Liardet [5l [6] obtient la méme conclusion pour f € P(T,T) ou T
est 'ensemble des nombres de Salem (& savoir les nombres réels > 1 dont tous
les conjugués ont un module < 1 et un au moins est de module 1). Dans sa
these en 1975 [10], P. Liardet obtient de nombreux résultats sur ces ensembles
P(A, B). Sa méthode consiste & introduire des nouvelles topologies qu’il appelle
topologies hilbertiennes, en raison de leur lien avec le théoreme d’irréductibilité
de Hilbert. Il étudie aussi I'analogue de ses résultats dans les corps de séries
formelles de Laurent, avec les éléments P-V de P. Bateman et A. Duquette [14].
Ses résultats ont été appliqués récemment pour étudier des ensembles ayant
la propriété de Northcott, notamment par S. Checcoli et M. Widmer [21], [39].

3. Sur une conjecture de Serge Lang

Un des principes heuristiques de base en géométrie diophantienne est que
les points rationnels sur une variété algébrique sont gouvernés par la géométrie.
De nombreux exemples justifient ce principe. L’existence de points entiers ou ra-
tionnels sur une courbe algébrique dépend de son genre (théoréeme de Siegel pour
les points entiers sur un corps de nombres, conjecture de Mordell démontrée par
Faltings pour les points rationnels). S. Lang [20, 27, 28] a été un précurseur
dans la recherche d’énoncés généraux, ne tenant aucun compte des méthodes
disponibles, mais cherchant, avec une remarquable intuition, a décrire la situa-
tion générale de facon “fonctorielle” et cohérente.

3.1. Equations Diophantiennes exponentielles

Une généralisation de la notion d’équation diophantienne est celle d’équation
diophantienne exponentielle, dans laquelle certains exposants sont des inconnues.
On linterprete géométriquement en considérant des points entiers ou rationnels
sur une courbe dans un groupe algébrique.

La conjecture de Mordell-Lang en caractéristique zéro s’énonce ainsi [37]:

Soit X une sous-variété fermée géométriquement irréductible d’une
variété semi-abélienne A définie sur un corps de caractéristique nulle.
Soit T' un sous-groupe de rang fini de A(K). Si X n’est pas un trans-
laté d’une sous-variété semi-abélienne de A, alors X (K)NI' n’est pas
Zariski dense dans X .
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3.2. La contribution de P. Liardet

Prenons comme exemple le polynome f(X,Y) = X°Y + 3X3Y? 4+ 2XY7.
L’équation

f(xay)zo

admet comme solutions rationnelles
(z,y) = (5%, -5, acZ.

Cela signifie que I'intersection de la courbe définie par cette équation avec le sous-
groupe multiplicatif de (Q*)? de G2, engendré par (5%, —5?) est infinie. La raison
en est que le polynome f(t3, —t2) est nul.

C’est un fait général, démontré par P. Liardet: au lieu de

{(53a’ _52a)’ ac Z} c (QX)Q’

il considere plus généralement le groupe de division d'un sous-groupe de type
fini de (C*)2. Soit I'g un sous-groupe de type fini de (C*)?: T'y est engendré par
un sous-ensemble fini {1, 72, ...,7.} de (C*)2:

L={y A% | (ar,...,a.) € Z"} C (C*)2.
Soit I' le groupe de division de [y:
= {7 € (C*)? | il existe m € Z,m # 0, tel que 4™ € F}.

THEOREME ([T, B]). Si f(X,Y) € C[X,Y] vérifie f(y) = 0 pour une infinité
de v € T, alors il existe (a,b) € T? et (u,v) € Z* tels que f(aT™ bT") = 0
dans C(T).

Les sous-groupes algébriques connexes de G2, sont {1}, G2, et les sous-
groupes de la forme
Hy, = {(tuatv) ‘ te KX}
avec (u,v) € Z2, pged(u,v) = 1. Ce théoréme de Liardet peut donc aussi

s’énoncer:

Si une courbe algébrique C dans G = G2, ne contient pas de translaté
d’un sous-groupe algébrique de dimension positive, et si ' est un sous-
groupe de rang fini de G(K), alors T NC' est fini.

S. Lang a suggéré un tel énoncé des 1962 [26] et a démontré le cas particulier
de ce théoréme dans le cas ou I'y = {1} (donc I" est le sous-groupe de torsion
de G,,(K)?) et aussi dans le cas ot I'g N C' est infini.
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3.3. Groupes algébriques commutatifs

On dispose maintenant d’un énoncé général valable pour les variétés semi-
abéliennes, qui sont les extensions d’une variété abélienne par un tore:

Si A est une variété semi-abélienne sur un corps K de caractéristique
nulle, si V' est une sous-variété algébrique de A et si I' est un sous-
groupe de rang fini de A(K), alors T NV est une réunion finie

vnr= |J ¢+H)NT
t+HCV

out+H est un translaté d’un sous-groupe algébrique H de A contenu
dans V.

M. Laurent [29] a obtenu ce résultat en 1984 quand A est un tore multiplicatif
G} ; il donne une description explicite des sous-groupes H qui interviennent dans
la conclusion (ils sont associés aux partitions du support des équations). Un cas
particulier ot on peut assurer que H = {1} est le suivant:

Si une sous-variété V. du groupe algébrique G = G}, ne contient pas
de translaté d’un sous-groupe algébrique de dimension positive et si I’
est un sous-groupe de rang fini de G(K), alors T NV est fini.

L’analogue du théoreme de Laurent pour les variétés abéliennes a été obtenu
par G. Faltings en 1991 (suite & des travaux de M. Raynaud sur la conjecture de
Manin-Mumford en 1983). L’énoncé sur les variétés semi-abéliennes a été obtenu
par M. Hindry (1988), M. McQuillan (1995) et P. Vojta (1996).

3.4. Conjectures de géométrie diophantienne

Apres celles de Lang, une multitude de conjectures ont été proposées. Les plus
connues sont celles de Manin-Mumford, André-Oort, Zilber, Zhang, Pink,
Bogomolov. De nombreux travaux leur ont été consacrées — deux exposés au
Séminaire Bourbaki en 2011 par A. Chambert-Loir [20] et par T. Scanlon [36] font
le point sur ces questions, mais la théorie a encore beaucoup évolué depuis [3§].

Les travaux de Zilber qui ont conduit a sa conjecture sur les intersections
exceptionnelles ou atypiques trouve son origine dans son étude de la conjecture
de Schanuel dans le cadre des corps différentiels. Les intersections exception-
nelles apparaissent antérieurement dans ’article de E. Bombieri, D.W. Masser et
U. Zannier [I7], dont le point de départ est un exemple simple de question con-
duisant a étudier intersection d’une courbe avec des sous-groupes algébriques
de groupes multiplicatifs: ils considerent les unités 7 telles que 7 et 1 — 7 soient
multiplicativement dépendants.

La théorie des modeles (o-minimalité) joue un role important dans les progres
les plus récents.
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La contribution [7, 8] de P. Liardet & la conjecture de Lang est citée dans
les articles de I. Aliev et C. Smyth [13], A. Bérczes, [15], A. Bérczes, K. Gyéry,
J.-H. Evertse et C. Pontreau [16], E. Bombieri, D. W. Masser et U. Zannier [18],
J. Pila [32], P. Tzermias [37], ainsi que dans I’exposé de A. Chambert-Loir [20],
dans le livre de U. Zannier sur les intersections exceptionnelles [40, Chap. 1, p. 22]
et dans celui de J.-H. Evertse et K. Gy6ry sur les équations aux unités [24], p. 321].
Le travail de Liardet sur la conjecture de Lang se situe donc au tout début d’une
histoire riche, actuellement en plein développement.

La liste ci-dessous commence par des références auxr huit premiers travaux
de Pierre Liardet, continue par des références a sa thése de troisieme cycle [9] et
0 sa thése d’Etat [10]. Les textes [II] et [12] ont été écrits en la mémoire
de Pierre.
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