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3����� F ������ 
 /��� /���� 
� Z2 ������ /��� /��� GF (2)� .�� 	������
� ���� 
������ 
�� ��� 	������� �
���$ ���$�� �� 	����� v ∈ F

n� ������ ��
wH(v) �� ��� ����� �� ��4��� ������
��� �� v� �� dH(x, y) �� ������
�
�
���$ ����
�� �� 	������ x, y ��
���$ ���$�� �� ����� �� �������

0
������ 
�� ����� � �����
��� 0
���" In �� ��� n×n ������� �
���" ��� n ��
�� �����/��� �� ������ �� ���
� ���� ��� ����"��� 5�� A �� 
 n×m �
���" �	��
���� /��� F� 
� ��� S �� 
 ��� �� 	������ ���� F

n� #�� SA = {xA;x ∈ S} ����
����� 
 ��� �� 	������ ���� F

m� %�� S �� 
 ��� �� m 	������ ���� F
n� ��� S

���� ����� 
 (m× n) �
���" ���� ���� ���� S �� ���� �����/�� �������

���� ���� �����	
� ������

���������� �� &''* 5�� F �� 
 /��� /���� . 0��������1�$����
��3����
����� � ���
��� �� 
 �"������� �� ��� ����

xM ∈ S, �'�

����� M ∈ F
(n×l) �� 
 (n × l) �
���"� 
� S ⊂ F

l �� 
 ��� �� l���� 	�������
%� �
� ��
� x ∈ F

n �� 
 ������� �� ���� ���
��� �'�� �� 
� ��� �� xM ∈ S�

. ������ �� ���� ���
���� M �� 
 ��� �� m ���� ���
���� ���� ��� �
��
������� n� �����

M =
{
xMi ∈ Si; i = 1, 2, . . . ,m

}
, �,�

���� Mi ∈ F
(n×li)� 
� Si ⊂ F

li � ��������	���� . ���� ������ �
 �� ������

� �� ���� ���
��� ���� ��� ��$����
� ���� $�	� 
� ��� 6
�����
 �������
�� ��� ��$����
� ����� �� ��� ���	���
� ���
���� � ��� ���� ������� ����7

x (M1|M2| · · · |Mm) ∈ S1 × S2 × · · · × Sm, �-�

����� M = (M1|M2| · · · |Mm) �� ��� �
���" ���
��� �� ���
��
��$ ���
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. ���� ������ �� ��������� �� �� �������
��� ��4��� �� ��� ���
� �����
�� ��$�� �
� ����� � ��� ��������
��� �� ������ �� 
 �������
� ������
�� n ����� ���
��� ��
� ��
� ���� m� 
� �
�� |Si| � ��� 6
�����
 �������
��������
��� 
�� �������
��� ������ � n�� � ���� 
 ������� ��� 	���/�
���
��
� x �� 
 ������� �� ��� ������ �� 
��� �������
� � n� %� ���� �����
��� ����
���� ���� ������� ���� /"�� ��4�� 
� �������� �� ��� ���� Si� ����� �� ����
����� l = dim(vi,j), vi,j ∈ Si� 
� k = |Si|� ��������	����
���������� �� &'8* %� ��/� ���� ������� ������� ������� 
�7 9�	� 

���� ������ xM ∈ S� ������ ������� ����� �"���� 
� ������� x ∈ F

n �� ����
�������

.� �
� ���� � &'8*� ���� ������� �� ����
�� ������������ ��� 
 �
���� ��
�������
��� ��4������ ��������� � ��
����
� 
�����
����� �� 
�� ��������� �
/��$ ���� ������� ������� �� ��� ������� �� :��� ��
� �� �"��������� ��
���
O���� �� 
 ���
���
�� 
�$������� ��
� $�	� ���� ������ xM ∈ S ��������

� ������� x ∈ F

n �� ���� ������� �� ⊥� �� �� �"�����
3������ ����� �"���� ��
��� O ��� ��� ���� ������� ������� �������� ;�
���

O���� �
 �� ���������� 
� �������7 �� O ������ <=;>� ����� ⊥� ?��� /"
�
�� 	
��� x1, x2, . . . , xn � �������7 6������ r = (x1, x2, . . . , x̂i, 0, . . . , 0)M�
����� x1, . . . , xi−1 �� 
���
�� /"��� @����� ���� O ��� ����� x̂i 
� 
 ������
�
	
��� ��� xi� ������ x′M′ ∈ S + r� ����� M′ ���
�� �
�� n− i ���� �� M� �
�

 �������� #��� �������� 
� ���� n · |F| �
��� �� O� .����
��	���� �� |F| �� �
�$��
�� �
 ���� ���� O 
 ������� �� ������� ��
� 
�� ���
��� �� ����	�$ 
�� ���
�� 	����� ���� �
�� Si � ��� �������� #�� /
� ������� x �� ��� ��������
�� ���
� 
�$���
� #��� �������� 
� ����

∑ |Si| �
��� �� O�

���� ���
�	�� ��
����

5��G �� 
 k×n �
���" �	�� 
 /��� /��� F� . ���
� (n, k, d)����� $���
���
�� G �� ��� ��� CG =

{
uG;u ∈ Fk

}
,

����� d = min {wH(v); v ∈ C \ {0}} �� 
 ���� ����
��� %� ���� G � ��� ����
������� �� ��� $���
��� �
���" �� ��	���� ���� ��� ����"��

9�	�G� ����� �"���� 
 (n−k)×n �
���� ����� �
���"H ���� ��
�GHT = 0�
. 
�����
�� 	����� c ∈ Fn �� 
 ���� ���� �� C �� 
� ��� �� cHT = 0�
#���� 
 �
���� ����� �
���" 
��� ������� ��/�� 
 ���
� �����

� $���
�� �� �
�� s = wHT 
 �������� #�� 	����� ��
�� Fn �
 �� �
������
��� ������ C + w� ����� �	��� 	����� c+ w $�	�� ��� �
�� �������

(c+ w)HT = wHT = s.

5�� t = �d−1
2 �� 5�� e ∈ F

n� ���� wH(e) ≤ t� 
� ��� s = eHT� #�� ��� �	���

	����� x ∈ F
T � ���� xHT = s� �� �
 /� 
 ����� �������� c ∈ C ���� ��
�

dH(x, c) = wH(e)� 2�� ��� 	������ e1 �= e2� ���� ����������$ ���$��� 
� ���� t�

')8
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��� ������ C + e1 
� C + e2 ���� �� �������� 
� ��� ����������$ ��������

� ����� � $���
�� �� 
�� ������ ���
� 	������ �� ���$�� 
� ���� t�

#�� ������� ������$ ������� ������� �� ��/�� 
� �������7 9�	� ���
�
(n, k)����� C� t ∈ Z� 
� ������� s� ������ ������� ����� �"����

e ∈ F
n ���� wH(e) ≤ t ���� ��
� eHT = s.

#�� ������� ������$ ������� ������� �
� ���	� �� �� ����������� &(*�
� ��
������� 
�����
���� �� 
�� ������ ��������� � ��� ��������� 	�����
�� ��� �������� ��
� 
��� ��� 
 	����� e ��� �� �"������ �� t ≤ �d−1

2 �� ���� �������
�
 
��� �� ������
��� 
� 
 ������� �� /��$ ��� �������� 	����� � ��� ����
$���
��� �� G ∪ {w}� ����� w �� 
 
�����
�� ������� �� wHT = s�

%� ��/� 
 ������� ������$ ��
��� Osyn 
� 
 ��
���
� 
�$������� ��
�
$�	� ����� s,H, t �������� 
� 	����� e ∈ F

n� ���� ��
� eHT = s� ����
wH(e) ≤ t� �� ������ ⊥� �� � ���� 	����� �"�����

. ������� ������$ ��
��� �
 
��� �� ���
��� ���� 
 ������� 	����� ��
��� ��
��� O� �� ��� ������� ��
��� O ������ <�>� Osyn ������ ⊥� ;���������
�� ��
�� �� 
���$ 	������ ���� H �� s ���� O ������ <�>� %� �� ��� ��
�
/
� 
������ ������� ��� ��������� t � �
���$ ����
�� �� ��� �������
������� e� �� ��	����$ ��� �
�� ��
$� 
� �����$ �
�� ������� ���	���
����
�� �
 ���������� ��� ����� 	����� e � cn|F| ����� ���� ���� ��
�� ����
� c��

2
������ �� ������ ��� ����� ��� ������� ������$ ������� �� �
�� �� ���	��

�� ���� ��� ��� ���������� �� ����� ��������$ ������ . ���� ���� �� ��
��
������ �����$� ��� ��
��� . ������� �� �������� ���� ��� �����	�� �����

� 	����� e �����/�� ��� ������ 
���� ����$ ��� ��
�������� 5�� ���$��
�������� ���������� �� 
 ����� �� ��� ��
������� ��
�� ���� �
��� ������

� 
 ��� ����� �
��� %� �
 ����	�� ��
$�� �
� �� ���� ������ ��� �����
������������ 
� ��� ����������$ ������$ ���������

#�� ��$��
� ������$ ������� �������� �� ��/�� 
� �������7 9�	� �
���"
H� t ∈ Z� n = mt� 
� ������� s� ������ ������� ����� �"����

∈ F
n ���� eHT = s, wH(e) = t,


�

wH(emi+1, emi+2, . . . , em(i+1)) = 1 ��� �
�� i = 0, 1, . . . , t− 1.

3����
��� �� ��� ������� ������$ ��
���� �� �
 ��/� 
 ��$��
� ������$
��
��� Oreg 7 $�	� ����� s,H, t� ����� 
� 	����� e ∈ F

n� ���� ��
� eHT = s�
���� wH(e) = t� 
� wH(emi+1, emi+2, . . . , em(i+1)) = 1 ��� �
�� i = 0, 1, . . . , t−
1� �� ����� ⊥� �� � ���� 	����� �"����� . ��$��
� ������$ ��
��� �
 
���
�� ���������� ���� ��� ������� 	������ �����
��� �� ��� ������� ������$
	������

��� ��� ��� �
�� ������� �� ��� ����� ��8��� �� 9$:� ��� ����� ����� ����� �� 91:�

'))



��		
���	 ��
 �����
���� �� ��� �	� ���
����
� ����������
��

#�� ��$��
� ������$ ������� ������ 
 ����
��� ����� ��� �������� ���
�
�� t ������ �� ��4� m� 
� �� �
�� ����� �� 
�� 
 ��$�� ����� ��� 
 ����
��������� #��� ������� 
����� � ������� ���� ���	�$ ���� ���
����� 
�
���� � &'(� ')*� � �����
��� ���������� �� ������ - �� ��	���� ���� �����
���� 
� ���� 
��� 
 ������������ ������ ��� ��
����
� ������� ������$

� ��� ��$��
� ������$�

���� �� ��
����

5�� F = {f1, f2, . . . , fm}� fi ∈ F[x1, x2, . . . , xn]� �� 
 ��� �� �����	
��
�� �����
���
�� �� ��$��� 
� ���� ,� #�� �����	
��
�� ��
��
��� ��� � ������� �������
��7 $�	� y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ F

m� ������ ������� ����� �"���� x ∈ F
n� ���� ��
�

yi = fi(x)� ��� �	��� i = 1, 2, . . . ,m�

%� �
 
$
� ��/� 
 �� ��
��� O�� 7 9�	� y� F � ����� x ���� ��
�

yi = fi(x)� ��� �	��� i = 1, 2, . . . ,m� �� ⊥ �� � ���� ������� �"����� 3����
���
�� ���� �
��� �� �
 ����� ��
��� O�� ���� ������� 	������ �� �����$ 	
��
��� xi � ��������

�� ����� ��	���� ��
� ����� �� 
 ����$ ������� ������ ���� �������
������� 
� �� ������� �������� 
� ���� 
�� ������� ���� 
�$���
�� 	
�����
�� �������� ; ��� ����� �
�� ��� 	
����� �� ��/�� � 
 �� ���� �
�7

• �� ������� �������� 
 ��
��� �������
� ��������
��� ������ � ��� ���
$�����

• ���� ������� �������� 
 ��
��� ��������
��� 
� 
 ���������� �� ����
�� 
�� ��
����

� 3����� -� �� ���� ��� ������������ ������ ��� �� ������� 
� ���
���� �������� 
� �����$� ��� ���� ��������
���� ���� ��� ������$ �����
����

&� ����$����' �� (��")$* !�� �$�����' (��")$*

� ��� �������$ ������ �� ���� 
 �������
� ��
�����
��� ��
� �
 �� ����
�� $�� ���� ��� �� ������� �� ��� ���� �������� ��� �� ��� ��$��
� ������$
������� 
� /
��� �� ��� ������� ������$ �������� %� �
 ��� ��������
��� ����� ��
�����
��� ��� ������� �	�� F = Z2� 
 $���
� 
�$������ �� �����

 ��� �������� %� ���
�
�� 
�� ����� ��
�����
���� �� ��� ����������$
����������� 
� ��� ����� ��� ������� � ��� /
� �������

���� ��
� �� ��
���� �
 ���� ��
����

5�� x �� 
 ������� �� �� ������ yi = fi(x)� 5�� �� ���������� �
�� ���� xixj

��� i = j� �� $�� x2
i � ����� �
� 
 ��4��� �������� 
������ � ��� ������

�� zi,j� %� ���� ����� ��� ����� �� ���� ����� �� N � #�� x �
 �� ��������

� 
 ������� �� ��� �����
��� �� ���
� ������ yi = (x|z)M 
� �����
�
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����� �����

���
���� zi,j − xixj = 0� +��$ yi = (x|z)M� �� �
 �"����� rank (M) �� ���
	
��
���� 
� ���
� �����
���� �� ��� ���
��$ n+N − rank (M) 	
��
���� u

� ����
�� ���� y�

%� �
 ������� ��
� rank (M) = m < n + N � �� ��� �� �
 ����	� ����
���
��� ������� ���
���� ���� ��� ������ ����� �
�� �����
�� N � ���
���
��� ���
��� ��
� ���
�� 
 ��$��
� ���� �� �� ���
��� ������� � ��������
#��� ��
� ��
� �� �
 /� �
���" Mi,j 
� ����
�� c = (c0, c1, c2)� ����
��
� (xi, xj , zi,j) �
 �� ������ 
� uMi,j + c� #���� �
�� �����
� ���
���
zi,j − xixj = 0 ���������� �� 
 ���� ���
���

uMi,j ∈ Si,j = {(a, b, ab) + c; a, b ∈ F}.

.���� ��������$ 
�� ���� �����
� ���
����� �� �
 ����� ��� /
� ���� ����
��� 
�

u (· · ·Mi,j · · · ) ∈ S1,1 × S1,2 × · · ·
#� �������� ��� ��
���� �� ���� ������ ����� ��� ������ 
�

uM′ ∈ S,

����� M′ ������ ��� ���
��
��� �� �
������ Mi,j � 
� S ������ ��� 6
����
��
 ������� �� ��� ����������$ ���� Si,j �

#�� �������� �� ��� /
� ���� ������ 
�� n′ = N +(n−m) ����� �"�

����7 n′ = n + N − rank (M)�� m′ = N ���� ����� �� �����
� ���
������
l′ = 3 ��
�� �����
� ���
��� ���
��� ����� ���
� �����
���� �� �������

� k′ = |F|2 ��
�� ������ �� a, b ∈ F ���	���� 
 ������� ��$����
� ���� 	�������

%� �
	� N ≤ n(n−1)
2 +n ���� ��
� ��� F = Z2� �� �
 
��� ����	� n ����� x2

i ��
���� ���� ��
�� /���� F� ��� ���� ������ �� �������
��� ��4���

+� ���� ��� �� ���� ��� ���$ ���
� 
�$���
 ��
�����
���� � ��� ���$�
�
�� ������� #���� $�	� ��
��� O���� � �� �
 �������� O�� ���� 
 ��$��
�
�� �� O���� 
� �������7

�'� �� O���� ������ ⊥� ����� ⊥B
�,� �� O���� ������ u� ������� x ���� u� ����� x�

#�� �	����
� ���� ������� ��� �� ���
� 
�$���
 ����
���� ���� ��� �
���" ��
��4� (n+N)×m �	�� F�

���� ��
� ���� ��
���� �
 ������� ���
�	�� ���� �����

9�	� 
 ��������
��� ��4��� ���� ������ xM ∈ S1 × · · ·Sm� ���� �
�
��
����� n,m, l, k� �� �
 ��� ��$��
� ������$ ��
��� Oreg �� /� �������� �� ���
���� ��������
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��		
���	 ��
 �����
���� �� ��� �	� ���
����
� ����������
��

5��

S =

⎛
⎜⎜⎜⎝

S1 0 · · · 0
0 S2 · · · 0
���

���
� � �

���
0 0 · · · Sm

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�� 
 ����� ��
$�
� �
���"� ���� �
�� Si �������� �� 	������ � ���� Si� D����
���� �� S 
�� (mk×ml)� 5�� H �� 
 (ml−n)×ml �
���" ���� ��
� MHT = 0�
�� �� ���� 
 �
���� ����� �
���" ��� ��� ���
� ���� C $���
��� �� M� =�� x
�� 
 ������� �� ��� ���� ������ �� 
� ��� �� ����� �"���� ���� c ∈ F

ml� ����
��
� xM = c� 
� c ∈ S1 × . . . Sm�

%� �
 ��/� 
 �� �� �� �
���$ ������ 	������

c ∈ S1 × . . . Sm,


� ��$��
� ���������

r = (er1 , er2 , . . . , erm) ∈ F
m
k ,

wH(ei) = 1, ei ∈ Fk, k = |Si|.
?
�� ri �
� 	
��� ���� {1, 2, . . . , k}� ����������$ �� 
 ���" �� ��� ���:�����
�� c ��� Si � ���� �����/�� ������ %� �
 ��� ��� �
�� ����� ����� �� ���� ��
��	��� Si �� Si� #���� r · S = c�

5��V = SHT� .� ��$��
� ������� �� r̂V = 0 ���� ���	��� 	����� ĉ = r̂S� ��
�
�� 
 �������� �� C� �� F = GF (2)� �� �
	� 
��� ���� 
 ������� ������ �������

�

r̂S ∈ S1 × · · · × Sm.

#��� ��� GF (2)� �� �
 ��� Oreg �� ���	� ��� ���� �������� ����� �
�
���" V� ���� m ������ 
� ���
� �������� (mk)× (ml−n)� �� ��� ���� �� ���
��$��
� ������$ ��
���� �� ��� Oreg 
����� ⊥� ��� ���� ������ ���� �� �
	�

 �������� ;��������� ��� ������ r �� Oreg � ������� c = rS� 
� /� xM = c
�� ���
� 
�$���
 �� �������
� ������

3������ ��
� �� �
	� ��
���� ���� 
 �� ������� �	�� GF (2) ���� �
�
�
������ (n,m,N)� %� �
	� ��
������� ���� ������� �� ���� ������� ����
�
�
������

n′ = N + (n−m), m′ = N, l′ = 3, 
� k′ = |F|2 = 4.

#�� �
�
������ �� ��� ��$��
� ������$ ������� ����� ��

n′′ = m′k′ = 4N,

r′′ = n′′ − k′′ = m′l′ − n′ = 3N − (N + n−m) = 2N − n+m,
��

k′′ = 2N + n−m, 
� t = m′ = N.
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���� �
�����	
� ������� ������� ���
�	�� ��� ����
�� ���
�	��

5�� �� �� �"����� ��� �"
�� 
���� �� ��� ������� ������ ��� �������
������$ 
� ��� ��$��
� ������$ ��
����� �� �
 �� ���	�
��� ��� ��
� �� Oreg

������ ���� 	����� e �� ���$�� t� ��� e �� 
��� 
 ������� �� ��� ����������$
������� ������$ ������� ���� ���� t� 6�	������� �� ����� �� � e �� ���$��

� ���� t ���� eH = s� ��� ����� �
�� �� 
� ��$��
� ������$ ���� ��� �
��
�
�
����� t�

; ��� ����� �
�� ��� ����� �� ������ t ��� ��$��
� ������$ ������� �

�� ���� ��$��� ��
 ���������� �� 
 ���� ����
��� .� ����� 
 ��$��
� �������
�� ��� ������$ ������� �
 �� ��� �� �� �
� �������� ��� ��� �������
������$ �������� 0����	��� �� ����� �� 
 ����� ���� ���� ��� $�	� ����
�� t ��

 �������� ��
� ���	�� ��� ������� ������$ �������� ����� �� ��� 
 	��� ���
��
�� ��
� �� �� 
��� ��$��
� ��
�� �� t �
��� �
� ���$�� '�� ����	��� ��� �
�� e
���� wH(e) ≤ m� ����� �� 
 ��� �� ������
��� �
������ P� ���� ��
� eP ��
��$��
� ��� P ∈ P� #���� �� ����� �� 
 ������� e �� 
 ������� ������$ �������
(H, s, t)� ����� �"���� ���� �
���" P� ���� ��
� eP �� 
 ������� �� 
 ��$��
�
������$ ������� (P−1H, s, t)� +�����
����� �� �� �� ��� ��� ��� P� ����
�� /� e�

%�
� �� �
� �� 
 �������
� ��
�����
��� ������ 
 ������� ������$

� 
 ��$��
� ������$ ��
� �� ��������� %� ������� �� ���� ��
�����
���
���� 
 ��$��
� �� 
 ������� ������$ �	�� F = Z2� %� 
�� $�	� ���� H, s, t
�� 
 ��$��
� ������$ �������7

�'� 2��� n × r �
���" H� ���� n = mt� �������� 
 �� n × (r + t) �
���"
H′� ���� ��
�

H′ =

⎛
⎜⎜⎜⎝ H

J1

J2

���
Jt

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

����� �
�� Ji �� 
 m× t �
���"� ��
� ���
�� 
�� ��� � ��� i�� ������

� 4����� � ����� �������

�,� #�� �� ������� ���� �� s′ = (s|11 · · ·1)�
�� Oreg(H, s, t) ������ ���� e� ��� �
�� e �� 
 ������� �� Oreg(H

′, s′, t)� #���
�� ���
��� 
������
� �
���� ������ � �
�� ����� ��� �� �� ���� �������
	
���� ��� �� ��� ��$��
���� �� ��� ������� ����� �� 
��� ��� ���� ����������
���� �� ���� ��� $���
� F�� .� e �� 
 ������� �� Oreg(H

′, s′, t)� �� �� 
��� ��
�� �������� �� Osyn(H

′, s′, t)� %� ����� ���� �� ���� ��
� ����� �� � ������� ��
Osyn(H

′, s′, t)� ��
� �� �� ��$��
��
3������ ��
� ���� e′ �� 
 ������� �� e′H′ = s′ �� ���$�� 
� ���� t� �����

�� �� ��$��
�� �� e′ �
� ���$�� ���� ��
 t� ����� �� 
� ��
�� �� ����� ��
� �
�
���$�� 4���� �� e′ �
� ���$�� t� ��� �� �� ��$��
�� �� ���� ���
� ���� ��
 ��

'AF
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���	 ��
 �����
���� �� ��� �	� ���
����
� ����������
��

��4��� ������
�� � ���� ������ ���
��� n = mt ����� �"���� ���� i� ����
��
� wH(e′mi+1, e

′
mi+2, . . . , e

′
m(i+1)) = 0� ��� ���� ��
� ��
� �� �
�� $�� s′

�� ���������$ e′H′� 
� ��� ������� �� e′ 
� i�� 
���� ����� ����� �� 4����

#��� �� �
	� ���	� ��� �������$ ����
7

	�

� �� ���� F = Z2� ����� ��	
�
 � �����	�� ���	������ ����
�����	�

��� Oreg �	�� ���������
 t� n = mt� r� � Osyn �	�� ���������
 t� n = mt�
r + t�

�� ���
�� 
 ��� �������� ������� 5���
 ' �
 �� $���
��4�� �� 
�� /���
/�����

#�� ������
�� �� 5���
 ' �� ��
�� ��� ��
�� /����� �� �
 ��� ��� �"����$
������� ������$ 
�$������� �� ���	� ��$��
� ������$ ��������� %� ���$����
������ ��� �������$ ����� %���� ��� ���� ��$�� n ���
�� ��� �
��� ���� �
��
�� �����
��� ���� n−r

n �� n−r−t
n � #�� ���������� �� H′ $�
�
���� ��
� �� �����

�� 
 ����� ������� �� ��� ��$��
� ������$ ������� �� ����� 
��� �� 
 �����
������� �� ��� ������� ������$ �������� 
� �� ����� 
�� ���� �������� ��
��� ������� ������$� ���� 
��
�� �
	� ���$�� t� 
� 
�� ��$��
��

#�� �������� ��
�����
��� ���� �� ���� �� �� �� ���� ��/��� 9�	� 

��$��
� ������$ ��
���� �� ����� ���� �� ���
� 
 
�����
�� ����� 	����� ��
���$�� 
� ���� t ��� ���� ���
�� �� ��� ������� ������$ ������� (H, s, t)�
#�� /��� ������� �� ��
� ��� ��$��
� ������$ �� ��� ���� ��/�� ��� n = mt�
����� t �� /"��� 
� m �� ���� ���$��� �� �� ��� ��� �"
�� ����� �� ������
�� �� t� �� �
 ������� m = 
nt �� 
� �"��� ��� ���� �� ��� ��4� n′ = mt ��

���$ 
�����
�� �"��
 ���� �� H� �� �� �� �� ��� ��� �"
�� t� �� ���� ���

�� ������
� 	
���� ���
�
�����

�� 
 ��$��
� ������$ ��
��� �������� 
 �$
��	� 
����� �� ���� �� ��
 ��
�
����� �� � ������� ��� ��� ������� ������$ �������� 9�	� ���� ������� e
�� ��� ������� ������$ �������� �� ��� ��
� ���� eP �� 
 ������� �� ���
��$��
� ������$ ������� (P−1H, s, wH(e))� #�� ������� �� �� /� P� �� ��
���� ��
� � ���� P �"���� ���
�$ ��
� ����� �� � ������� �� ��� �������
������$ ���������

�� t = 1� ��� ��
�����
��� �� ���	�
�� 
� ����� �� ��� �� ����� 
� ��� ��$��
�
������$ ��
��� ���
	�� � ��� �
�� �
� 
� ��� ������� ������$ ��
���� %���
t = 2 �� �
	� ��� ������� ?����� �� $�� 
 ��$��
� ������� �� ����� �
�� Oreg

������ ��� ������� 
������ �� ���� ������ 
�� ���
��� � �� �� ��� ������ ��
����� �
�� �� $�� 
���� ⊥�� � ��� ����� �
��� �� �
 ��� �� ���
� ��� �������
�� �����$ �
�� ����� � �
�� 
� �"��
$� �� �� ��� �
�	��� %� �
 ������
���� ������� �������	���� � log2 n ����� �� ������ ���
� 
 ������� �� $�� 
 �����
��
� � ���� ������� �"����� �� �� �� ���
� �� ��� ������� ���� ������� �
 ��
�"����� �� 
 
�����
�� t ���� ���� ����� �� ��� �� ����� �� ��� ������ �
�����

'A'



����� �����

+� ��*()$,��- �. #�)/��' �� #-#�$*# 0��1 #-����*$

�$�����' !)'����1*#

5�� F = GF (2)� %� 
�� $�	� �� ������ ���� m ���
��� �������� ��
���
���� � n 	
��
���� 
� N ��
��
��� ����� ���� ��4��� ����������
@
��� N �
 �� ������ ��

(
n
2

)
�

%� �
 ���	� 
 �� ������� ���� �
�
������ n,m,N 	�
 ��� ���� �������
���� �
�
������ n′ = N + (n − m)� m′ = N � l′ = 3� k′ = 4� ;�	������� ��
N ≤ m− n� ��� ������ �
 �� ���	�� �� ���
���
��� �������� � ��� �� �����
�� �� �
 ������� ��
� n′ > 0� �� l′m′ ≤ n′� �� 2N ≤ n−m� ��� ���� ������
�
 �� ���	�� ���	�
���7 ��� �	��� ������
� ��$����
� ���� ����� �"���� 
 �������
���
��� ���
��� �� 
 ���
� 
�$���
 &'8*� #���� �� 
�� ��� ��������� � ��
���	�
� ������� ���� N > n−m

2 � 
� N > m− n�

%� �
 ���	� 
 ���� ������� ���� �
�
������ n′,m′, k′, l′ 	�
 ��� ��$��
�
������$ ������� ���� �
�
������

t̂ = m′, n̂ = k′m′, r̂ = l′m′ − n′.

.���� ����������$ ��� 	
���� ���� ��� ���$�
� �� ������� �� $��

n̂ = 4N, r̂ = 2N − n+m, t̂ = N.

%� �
 ���	� 
 ��$��
� ������$ ������� ���� �
�
������ (t, n, r) 	�
 ���
������� ������$ ������� ���� �
�
������ (t, n, r+ t)� .���� ����������$ ���
	
���� ���� ��� ���$�
��� ������� �� $�� 
 ������$ ������� ���� �
�
������
(N, 4N, 3N−n+m)� #��� ��
�� ��
� �� ���	� 
 �� ������� � F = Z2� �� �

��� ������� ������$ 
�$������� ��� (4N,N + n−m)����
� ����� �����$ ���
����� 	����� �� ���$��N � �� ����� ������� �� ����� ���� �	��� ���� ������� ��
�
	� N = n(n− 1)/2� #��� $�	�� 
 
��������� ������"��� ���� O(22cn(n−1))
��� ��� ������$ �������� ����� c �� ���� ����
�� .������$ �� &-*� �� �
 �
��
c = 1/20 
� 
 ����� ����� #��� ������ �� ���
��� ��
����
������ 
� �� �������
�
 �� ���	�� �� �
���� ������� ���� O(20.792n) 
��������� ������"��� &,*�

; ��� ����� �
�� �� �
 ��� �� ����
�� ������������ �
�
������ 
�����
	
����� ����� �� �������
��� �������� . ������ ��� �� ��� ��$
���� ������
��	�
� &C* �� 
 ������ �� m = 100 ���
���� � n = 107 GF (2) 	
��
����
��� �������� ��	�� CF� #�� �
��� ������$ 
��
�� ����� �
	� �� ���� ���� ����
�� ��4� ,,)C( 
� ������� 8)AC� ����$ �� /� 
 �������� �� ���$�� 8)A'�
#�� �
�� �������� ��	�� �
� �"������ ���� ��� ������
��� ��$
���� ������
�� � ���� �������� ���� ��$�� )88-)� ������� )8-E,� ��������$ E ������ &A*�
3������� ��	�� CF �� 
��� �"������ �� ��� 0�?����� ������������ ���� ���� ��$��
'AF,� ������� ','E� ��������$ (8 ������ &'F*� 3����
� � �������� �� ��� ����
��� ������� ������ &E* ���� ���� ��$�� ,A,', 
� ������� )CF-� ��� �� ��
����$�� ��� ',C ��� ��������� 
� ������ ������� )C ������� �� ����� �� ��� ��

'A,



��		
���	 ��
 �����
���� �� ��� �	� ���
����
� ����������
��

�
	� 
 ������ ������ ������
� �	� �� �� �"
���� �������� ��
� �� �
 ��� ��
����
�� ����� 	
����� �
����

���� �����	�� � � �	!� 
" � � ���
�	�� ��
����

. 
����
��	� 
����
�� �
 �� ���� �� ����$����� ������ ��� ������$ ����
���"���� =��� ��
� ���� ������� �
 �� ���� �� �������� �������� $�����
�����
 ������� F : Zl1

2 → Z
l2
2 ��
� ����� ��� � 
 ��
�� ����� �� 	
��
����

����� 
� 3���"���� #�� ������
� ���� ���
�� (l1 + l2) ���� 
� ������ 	
���

���� ��� 
� ���
� �����
���� �� 	
��
������ ��� ��$����
� ���� ���
�� 2l1

�
��� �� 	
���� (x, F (x))�

%�� �� ����� �� ��� ��
�����
��� ���� 
 ���� ������ �� 
 ������$
�������� �� �
 ��� ��
� ��� �������� ��4� �� 
���
��� ��� ���
� ����� �� ��$���
�
� ����� �1�3� � ��� ���� ������� 2�� 
 $���
� �� ������ �� �"����
N = n(n− 1)/2 ������� ���
����� ���� ( 1�3 �
��� %������ ��� ���� �� $��
��
����� ��� ��� ������ ���
� ��� �������$ - ��������7 x1x2, x1x3, x2x3� #����
����� �
 �� ����������� �� - ������� ���
���� ���� ', ���� �
���$�������
%� �
 
��� �������� 
 ��$�� ���� ���
��� ��
� ���
�� 
�� ����� ���������
����7

x1 x2 x3 z1,2 z1,3 z2,3

0 0 0 0 0 0
���

0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1

����
� �� ', ���� �� $�� ��� C� � $���
�� �� �
 $���� s 	
��
���� ��
�������

(
s
2

)
������������ ���� 
 ��$�� ���� ���
��� ���� 2s ���� � #���

�� ��� ������ ��� s < 6� ���
��� �� ��� �"�����
� $����� �� ��� ����� ��
���� ���� s�

#���� �� 
����� ������� ���� $�����$ 	
��
���� � ���� �
�� �� �� �"����� 
��
����� x1, x2, x3 � ������ ���
��� ���� C ����� �� �
	� ( ����� ����	��� ��
���� 
��� �"����� �����
���� �� x1, x2, x4� �� �� $������ ����� 	
��
���� 
$
��
�� ����� �� ����
��$ ��� ������� x1x2� #���� �� ����� ��	�� ��� ��� ��
�������� x1x4� 
� x2x4� ���� ��� ���
� ����� �� ���� ��
��$ 
� C� #��� $���
����� ���� �
�$�� s� ���
��� �� ��� �
�$�� ����� �� �����
���� �� 	
��
����
�� ���� ��������

%� �
 ����
� $���� 	
��
���� x1, x2, x3, ��� ���
�
���� $���� 	
��
����
x3, x4, x5, 	
��
���� x5, x6, x7, ����� 
� ��
	� ��� �������������� ��
���
+�����
����� ���� �
	�� ��� ( ���� ��� , 	
��
���� � ��� ������� ��
��$

�� 
 ������$ ������"��� �� O(22c(n−1)2 )� �� �� 
 ��� �������� ��� �
 ��
�"����� ��� 
��
���� �� ������ � ��� ���� ������ �
� � ����� �� ��� ���
�
����� �� ���� �� ��� ���� �������

'A-



����� �����

���� #	� ��� �
����$	� �
���� ����� 
� ��
���� �����	
��

5�� �� ������� 
 ������ �� m �� ���
���� ��
� �
 �� ������ � ��� ����
li,1 · li,2 = li,3 + ci� ����� li,j(x) 
�� ���
� ������� 
� ci ∈ Z2� %� �
 ����
������� �
�� ������� ���$ yi = li,1(x) · li,2(x) �
 ������� ���
����� #��� $�	��
�� 
 ���� ������� 
� ������� 
 ������$ ���
�� ���� N = m� #�� 
�����
����� ������"��� �� ���	�$ 
 ������ �� ���� ���� �
 �� ������ �� O(24cm)�
D�����$ � ��� �
��� �� n/m� ��� ������$ 
�$������ �
 �� �
���� ��
 ���
����������� 
����
�� � ���� �
���

#�� ������"��� �� ��� ��
������� ������� ������ � ��� ����� �� �����
��� ���
����� ��� ���� �� ����� � ��� 
�� �
�� �� ��� ������� #��� �� �


��7 2�� 
 $�	� �� �������� ��
� �� ��� ��
����� ����� �� ������� ���
����
Nmin ��
� �
 �� ���� �� �������� ��� �������G 6��
���� Nmin ≤ n(n − 1)/2�

� �� �
 ������ �
�� 
�� �� ���� ����� �� ��$��� , 
� ������� ���
�����
5�� �� ������� 
 �� ���� 
����
��7 � �
�� �� m ���
����� ���
�
�� �����
���� x1 �� ������� ��� �������$ ������7

x1M1x
T = F1(x2, x3, . . . , xn) +A1x

T + c1.

2����� F1 �� 
 ��
��
��� ������ � ��� ���
��$ 	
��
����� 0
���" M1 ����
������ �� ����� ���	���
� ���
� ������� ��
� 
�� ���������� �� x1 � �
�� ��
m ���
����� %� �
 ��� ����	
��� ��� ����
���� � ��� ������ �� �������
rank (M1) ������� ���
���� � ��� ���� �
� ���� �����
�� �
�� ��4��� ���
�� ������� M1 �� yi� 
� 
�� yi = x1mi(x) �� 
 ��� �� ������� ���
������
%� 
�� �����$ � Z2� �� x2

1 = x1� 
� ��� /��� ����� �� M1 �
 ���
� ���
4������ #��� ��
� ��
� rank (M1) ≤ min(m,n − 1)� .���� �� �
	� ���
�
���

�� ��
��
��� ����� ���� x1� �� �
 ������� �����
��� ���� x2� � � � � xn−1� %��
��������$ xi� 
�� ��
��
��� ����� ���� xj� j < i 
�� 
���
�� ������������ �� ��
$�� rank (Mi) ≤ min(m,n− i)� �� m ≥ n� ��� ���
� ����� �� ���
���� �
 ��

$
� ������ �� Nmin ≤ n(n− 1)/2� ; ��� ����� �
�� �� m = n−d ��� ����
0 < d < n� �� $�� 
 ��
���� ���� Nmin ≤ (n− d)(n−1

2 + d
2 )� �� �� ����	�� �����

��
��
��� � n�

.����� 
����
�� �� �� ����� ��� ������ � ��� �������� ����

MxT = MxT + c,

����� M �� 
 m× n �
���" �� ���
� ����� �

x1, x2, . . . , xn.

#��� ���������� ��7 ��	�$ ��� 
�� �
�� �� ��� ��$��� 
� ���
�
��$ 	
��
����
xi ���� ��� ���
��$ �������� � �
�� �� ��� �� ���
���� � ���� ���� ��/��
�
� ���$�� x1 /���� ������ %�� ���
����$ ��� ������� �
�� ��4��� ���
� ����
li,j � M �������� �� ������� ���
��� zi,j = li,jxj � #���� ��� ���
� ����� ��
������� ���
���� ������ � ��� ����� �� ��4��� ���
� ����� �M� �������

'A(



��		
���	 ��
 �����
���� �� ��� �	� ���
����
� ����������
��

������� �� ��� ����� �� ����
��� ���
� ����� � �
�� ����� ��M� %� �
 ��
����	
��� ��� 
� ����� ����
���� � M� �� ������ ���� ������ 
� �������7

(R ·M ·C)(C−1xT ) = (RM)xT + (Rc).

#�� ������� �������7 /� 
 ����$��
� m×m �
���" R 
� 
 ����$��
�
n×n �
���" C� ���� ��
� (R ·M ·C)(C−1xT ) �������� ��� ����
� ����� ��
������� ���
�����

#�� ���������
� ����
� ���� �
 �� ���
��� �� �������$ ��� ������ �

� �
� ���� ��� ����
� ����� �� �������� 
� �������� ����� �� �����
#��� ����
� ����� �� ��� ���������
��	� ������"��� �� ��� 
�����
��� ��
��
���
�����
 ������� #��� ������� �
� 
���
�� ������� �� � � � 
 � � �� 
 �� � &)*�
#�� ���������
��	� ������"��� µ(f) �� 
 ��$�� �����
 ������ f : Zn

2 → Z2

�� $�	� �� µ(f) = 1/2rank (A ⊕ AT )� ����� A ⊕ AT ��
�
�����4�� ��� ��
�
��
��� ���� ����������$ �� f � #��� ��
� ��
� ��� 
 ��$�� �����
 ������
µ(f) ≤ �n/2�� #���� ���������� ��� 
 ��� �� �����
 ����� �� �����
�� 
� ��
���
��� �� 
 �
� �� 
 ��� �� �
������ ����������$ �� 
�� ������� ����
����� 2�� �
��� �� �������� ���� ����� ��
� �� �����
� �����
��� 
� ���� �
��� ���	���� �
�
$�
��� =��� ��
� ������� �
��� � ��� ���������
��	� ������"�
��� 
�� ���������
�� 
� ������
��� 	���
�� ��� �
� 
�������� �� �� �������7
�� ��� ��
� ��� �"
���� �� ������ �
� 
 ��� ������"��� ��������
���
���
�����!���	
�� ��� �������� ��� �� �� �� ��� ��� ������ �� �� 
��� ��
���� ��� �� ���������� ���

���� %���
��	�� �$���	�����

%� �������
�� ��� ���������
� ������� ���� �"�������� � ,F�	
��
��� ��� �"�

����� ���� 2�����
 �� 6�
���$� &'-*�� %� ��� ���� #��?"
���������'�,F
���
���� ���� ,F ����� 
� (F ���
����� �� �� �������� �� /� ��� �������
�� ����$ 
� ���� 220 	
��
��� 
���$����� ��� �
�� �� ���� �������$ 'CF
	���� 
� CFFF ���� ����������� 	������ 
���� 233 �
��� ����
������

.���� ��
������$ �� �� ����� ������� �� ���� ����� �� ���
� 
 ������
���� n = 170 	
��
����� 
� m = 190 ���� ��������� ���
���� ��
�� �����
� ��������� � ��4� 
���������� %��� ��� ��� ���������� ���� ���	�� &',*�
�� �
 ���	� ����� ������� ���� AF-ECE(�A(C'F-F ���� 
� AA-,-))HC-EF,EA
�
��� ������� �
���� 223 �
��� ����
������ ����� �
��� F�, ������ � ��� �"�
�������
� �� ���$�� ���� ������� � ���� �AH-C,F ���� -�)F�����

#�� ���� $���
��� �� ������
� ���� �� ��� ���� ������ �
� �
���� �����
�
���" HT ���� �������� 400 × 570� .���� ���������$ ��� ��$����
� ����
����� �
���"� �� $�� V = SHT� 
 �
���" ���� 'EF ������ �� ���� GF (2)400 	���
����� . ��$��
� ������$ ������� �� ����	
��� �� /��$ �� 	����� � �
�� ��
����� ������� ���� ��
� ����� ��� �� 
 F 	������ %� �
 ��� ��� ��
�����
���

�������������	
������������

'A8
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����� �����

���� 3����� -�- �� $�� 
 ������� ������$ �������7 /� ��� �������� �������
�� cH′ = s� ����� H′ �� 
 �
���" ���� �������� 760 × 590� 
� ��� ���$��
�� c �� 'EF� %� 
�� �� 
�
�� �� 
 
�$������ ��
� �
 /� ���� ������� ������
��� ����$ ��� ���$�
��� !���� �������� ����� ��� 220 �
��� <����
����>
����� �� �
$������

2� ����)����' �$*!�3#

� ���� 
������ �� �
	� �"������ ��� ������� ������ 	
����� ����
��
�������� ���
��� �� �������
��� ������$�
��� ����
���� %� �
	� ���	����

 �
� �� �"�������� ��
����� �� ������� �� ������$ ������� ���� ��� ����
�� ���� ���
��� �������� %� �
	� ���� ������������ ��������
��� �� ��
�������� ����� ���� �� ���� �����
�� #�� ������� �� �����
� ��������
���
�� �� ������� 
� 
 ������$ ������� �� ���
��� �� ��� ����������$ ������
����
��	� ������"��� �� ��� ������� ����� �� � ������ 
 ������� ��� ��������

�� ����� �� ��������$ �� �� ���� 
��� 
��� �� ��	���� ��� �������� 
� /�

 ���������� ���� �� �� ��������
��� �� ��� ������$ �������� #��� �����
�
��� �� �� ������ 	
����� ����� 
� ��������� ��
� ���� 
���
�� ��	������
��� ���	�$ 
�$���
�� ������� ��� ������$ �������� 
� ���� ��� �������� ��	���
�� ����� ����� �� �������
��� ��������

�2;2�2<*2�

9$: (=6>�� ?�@;&<&(�A� ��@6(B>�&�� 0�@�(<=2C� ��@�2<?�&2�� <�+ �����
�����	�
� ��� �������
� �
 <&�� D"##/E� /$F/1�
���������������
������������������������������������

9": B(�?2�� ��@;(=6G�2� H��*�@�(C5I� B�@�0(2<C2�(=2�� 0��H�+ �� ��� ����
�
����� �� 	�
���� ��������� ���
��� 	�	���	� H� *
�������� �� D"#$3E� 13F%1�

93: B2*42�� (�@H>=J� (�@�(I� (�@�2=�2�� (�+ �������� ������ ������ 
�����

����	 �� 2n/20� �� 1+1 = 0 �������	 ����������� 	�� ��������� &�+ ���� �� ��	
����	�
��������� ����� C�	�� <
��� �� *
����� �	�� 5
�� %"3%� ���������5������ "#$"�
��� 1"#F13.�
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