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�� ���� ���� ��	
 ���� �
��	���� ������ �� 	
� ���� ����� �� �� �� ���	�
��
��	����� 	
�� �� ���� f : R → R� �
��
�
	 	
� �
��� ������ �
�� ����
�� ������ ��	� ��� ���	������ �� ���� 	
� �
������� 	������� �� R� �� ����	�
�� A �Int (A)� 	
� ����
�� ���	������ �� 	
� ��	 A�
 ����� 	
�	 � �
��	��� f �� !
���"���	��
�
� �	 � ����	 x �� ��� �#��� ����
"

��
�
��� U �� x ��� ��� �#��� ����
��
�
��� V �� f (x) 	
��� �$��	� � ������	�
���� ��	 G ⊂ U �
�
 	
�	 f (G) ⊂ V. % �
��	��� f �� ��������	
�	���� �����&�
f ∈ Q� �� �	 �� !
���"���	��
�
� �	 ���
 ����	� �
� ��	��� �� !
���"���	��
�	�
��� ��	���
��� �� '� ( �� � � � 	 � �� )*+, -),.�
% �
��	��� f : R → R �� ������ � �
��	� 
����
������ ��	�
��	 �� ��� ���


��	��#�� (a, b) ⊂ R ��� ��� ���
 λ ��	���� f (a) ��� f (b) 	
��� �$��	� � ����	
x ∈ (a, b) �
�
 	
�	 f (x) = λ ��� f �� ���	��
�
� �	 x -)/.� 0����� 	
� ������
Ds �� �	���� 1��2�	������ �
��	���� �� ��	
�	�� �����
��� �� 	
� ���� ��	����
	
� ������ C �� ��� ���	��
�
� �
��	���� ��� 	
� ������ DQ �� ��� 3����
$ !
���"
"���	��
�
� �
��	�����
�
� ��	��� �� �	���� 1��2�	������ ������	� ��� ��	���
��� �� %� 4 � � � "

� 5 � � � � � �� -)/.� 0� �
���� 	
�	 Ds �� ����� �� DQ� �� Ds �� ���	 �� ����
���� DQ ���� ���� �������	��� ���
	 	
�� ������ ��� -)6.7-)*.��
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�
�
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8� 	
� �	
�� 
���� 9� � : � � � -,/. ���#�� 	
�	 	
� ��	 (DQ \Ds) ∪ {Θ}
���	���� � c"������	�� �������� ����� DQ �� �
�
 ������ 	
�� Ds �� �� �������
	
��� �������� �� ��������� 	�����
;� 	
�� ������ �� ���� ��������5� 	
� ���
�	 ��	����� �� 9� � : � � �� �� ����

�������� �� ��������� 	����� Ds ��� DQ ��	
 	
� ������ Dap �� �����$���	���
3����
$ �
��	���� ��� 	
� ������ DI−ap �� I"�����$���	��� 3����
$ �
��	�����
�� ���� 
�� 	
� �$�����	���"���� ��	
�� ��	���
��� �� -,.�
<�	 Br ����	�� � ������ �� ��� ��	� 
�#��� 	
� =���� ������	�� ��� n ·A �	����

��� � ��	 {n ·a : a ∈ A}� �� ���� ���	� < a, b > ���	��� ��
(
min{a, b},max{a, b})�

�� A����������� ��� A���� ��! "��"#���

�� �	��	 ��	
 	
� �����	��� �
��
 
���� 
� �������� �����$���	� ���	��
�	�
��� I"�����$���	� ���	��
�	� �� ���� �� !
���"���	��
�	� �� 	
� ���� ����
<�	 A ⊂ P (R)� �
��� P (R) �� � ����� ��	 �� R�

���������� � �-)>.�� �� ��� 	
�	 f �� A"���	��
�
� �	 	
� ����	 x ∈ R ��
��� ���
 ���� ��	 V ⊂ R ��	
 f (x) ∈ V 	
��� �$��	� � ��	 A ∈ A �
�
 	
�	 x ∈ A
��� f (A) ⊂ V. �� ��� 	
�	 f �� A"���	��
�
� �f ∈ CA� �� f �� A"���	��
�
�
�	 ���
 ����	 x ∈ R�

 ����� 	
�	 x �� � �����	� ����	 �� � ����
����� ��	 A ⊂ R �
��

lim
h→0+

m (A ∩ [x− h, x+ h])

2h
= 1

��� 	
� ������ �� ��� ����
����� ��	� �
��
 ��� ����	 �� �	� �����	� ����	 ��
� 	������� ������ 	
� �����	� 	��������
?��� ��	 I �� � σ"����� �� ��	� �� 	
� ���	 ��	������ �� ���� ��� 	
�	 � ������	�


���� I"�����	 �#����
��� �����&� I"����� �� 	
� ��	 �� ��� ����	� �
��
 �� ��	

�#� 	
�� ������	� ������� 	� I�
�� ���� ��� 	
�	 � ��!
���� {fn}n∈N �� �
��	���� ��	
 	
� =���� ������	�

���#����� ��	
 ������	 	� I 	� ���� ���� �
��	��� f ��	
 	
� =���� ������	�

�fn
I−−−−→

n→∞ f� �� �#��� �
���!
���� {fmn
}n∈N �� {fn}n∈N ���	���� � �
��
���"

!
���� {fmpn
}n∈N �
��
 ���#����� 	� f I"���� ���� -,).��

�
� ����	 0 �� �� I"�����	� ����	 �� A ��

χ(n·A)∩(−1,1)
I−−−−→

n→∞
χ(−1,1).

�� ��� 	
�	 x �� �� I"�����	� ����	 �� A �� 0 �� �� I"�����	� ����	 �� A − x =
{a− x : a ∈ A}� @
	 ΦI (A) = {x ∈ R : x �� �� I"�����	� ����	 �� A}�
�
� ������ τI =

{
A ⊂ R : A ∈ Br ∧ A ⊂ ΦI (A)

}
� ������ 	
� I"�����	�

	�������� ��� �	
���� �� -,).� -,,. ��� -,A.�

,




�����
��� �	 ���� 	��
�
�� �	 ���� 	��
�
��� 
� �������

 �����

% ��	 A ⊂ R �� ���� 	� �� ��������	 �� 	
��� �� �� ���� ��	 U �
�
 	
�	
U ⊂ A ⊂ U ���� -)A.�� ;	 �� ��	 ��B�
�	 	� ��� 	
�	 A �� ����"���� �� ��� ���� ��
A ⊂ Int (A)� �
� ������ �� ��� ����"���� ��	� ���� �� ����	�� �� S� % �
��	��� f
�� ����"���	��
�
� �� ��� ���
 ���� ��	 V 	
� ��	 f−1 (V ) �� ����"���� -)A.�
;� -,>.� %� ? � 
 � � 
 � � � # C ���#�� 	
�	 f �� ����"���	��
�
� �� ��� ���� ��

�	 �� !
���"���	��
�
��
?��� �� ��� �� 	
� ����	��� 	� �������� ��� 	
� ���	����� ������� �� �
��	����


���� 	
� ��	��� �� A"���	��
�	��

������ �� A"���	��
�	� ��������� ��	
D

�)� ��������� ���	��
�	� �
���#�� A = τeE

�,� �����$���	� ���	��
�	� �
���#�� A = τdE

�+� I"�����$���	� ���	��
�	� �
���#�� A = τdI
E

�F� !
���"���	��
�	� �
���#�� A = S�

���������� 	 �-)>.�� �� ���� ��� 	
�	 f 
�� 	
� A"3����
$ ������	� �f ∈DA�
�� ��� ���
 ��	��#�� (a, b) ⊂ R ��� ���
 λ ∈< f (a)� f (b) > 	
��� �$��	� � ����	
x ∈ (a, b) �
�
 	
�	 f (x) = λ ��� f �� A"���	��
�
� �	 x�

;� A = P (R) 	
�� DA �� � ������ D �� ��� 3����
$ �
��	����� ;� A ��
	
� �
������� 	������� τe� 	
�� DA �� � ������ Ds �� �
��	���� 
�#��� �	����
1��2�	������ ������	�� ;� A �� 	
� �����	� 	������� τd� 	
�� DA �� � ������ Dap

�� �
��	���� ��	
 	
� �� ������ ��"3����
$ ������	� ��	���
��� �� G� H � � � � �
�� -6.� ;� A �� 	
� I"�����	� 	�������� 	
�� DA �� � ������ �� I"�� 3����
$ �
��"
	���� ��#��	���	�� �� H� ; # � � � # � ��� �� � � � � � �" = � I � � � � � � � �� -/.
��� -*.� ;� -)>.� �	 �� �
��� 	
�	 �� A = S� 	
�� DA = DQ�
;	 �� ���� 	� ��� 	
�	

Ds⊂ Dap ∩DI−ap⊂ Dap ∪DI−ap ⊂ D.

;� -/.� �	 �� ���#�� 	
�	 ��� 	
��� ����
����� ��� �������
;� -)>.� �	 �� ���#�� 	
�	 ��� ���� �������� A �� ���� 
�#� DA ⊂ DQ� <�	 
�

����&� �������� 	
��� ���
�	�� �� ��� 	
�	 	
� ��	 A �� �� 	
� ���
 ��
����� �
 
��
���	
 x �� 	
��� �$��	� �� ���� ����
��
�
��� G �� x �
�
 	
�	 A ∩ G �� �� 	
�
���	 ��	����� ���� -)+.�� D (A) ���� ����	� 	
� ��	 �� ��� ����	� x �
�
 	
�	 A
�� ��	 �� 	
� ���	 ��	����� �	 x�

���������� 
 �-)>.�� �� ���� ��� 	
�	 � ������ A ⊂ P (R) 
�� 	
� �J�"���"
���	�� ��

�)� τe ⊂ A ⊂ BrE

�,� A ⊂ D (A) ��� ���
 A ∈ A�

;	 �� ��	 ��B�
�	 	� ��� 	
�	 � ���� ����� �� 	��������� 
�� 	
� �J�"������	��
K�� �$������ 	
� �
������� 	�������� I"�����	� 	�������� 	��������� ����	�
�	��

+



���������� 	
�
�
��� � �������� 
������

�� -)F. �� �� L � 5 � � � ��  � %� 9 � 
 � � � � ��� �� � � � � 5 � M � � � �� 	
�
	������� ����	�
�	�� ��  � � � � � 	 � � � � �� -,+.� N��	��� �������� �� ��	�� �
��

��� ��	 	���������� 
�#� 	
� �J�"������	�D 	
� ������ �� ����"���� ��	� �� � ����
�$������ 8� 	
� �	
�� 
���� 	
� �����	� 	������� ���� ��	 
�#� 	
�� ������	��

$� �%&# �� �%���

�� ������� ��������Ds� DQ� Dap ��� DI−ap �� ��������� 	����� �� ���� ����
�����	�����

���������� � � -+.�� <�	 L �� � ������ ����
	�	�#� �������� �� ��� 	
�	
A ⊂ L �� �	������ c"���������� �� A ∪ {Θ} ���	���� � c"������	�� ������� B
	
�	 �� �������
�� ��	
 � ���� �������� �� ����	� �� X = {xα : α < c} 	
� ��	
�� ������	��� �� 	
�� ���� ��������

<�	 
� ������ 	
�	 	
� ��	 X = {xα : α < c} �� 	
� ��	 �� ������	��� �� ����
���� ������� ���	����� �� A∪{Θ} �� ��� ���� �� 	
� ��	 X̃ �� ������	� �� 	
� ����
xk1
α1
xk2
α2

. . . xkn
αn

�� �������� ����������	 ��� ��� ������ �������	���� �� ������	�

���� X̃ ��� �� A ∪ {Θ}�
;� -,. 	
��� ��� ������	�� � 
���
� ��	
�� �� ���#��� 	
�	 � �$�� ������ ��

�	������ c"����������� �� ��� 	
�	 � �
��	��� f �� ����	�	
�������� �����&� f ∈ E�
�
���#�� f �� ��#�� �� 	
� ����
��

f (x) =

m∑
i=1

aie
βix,

��� ���� ���	���	 ���5��� ���� �
����� β1, . . . , βm ��� ���� ���5��� ���� �
�"
���� a1, . . . , am ���� -).��
;	 �� ��	 ��B�
�	 	� �
��� 	
�	D

	�

� � �-).�� ��� ����� ����
��� �	
���� m� �	� ����	�	
�������� ��	�
��	 f�
�	� ���� c ∈ R� 
�� �������� f−1[{c}] �� �	�
�� ��	�����	
��� f �� 	�
 ��	�
�	

�	 �	� �� �	
����� �� R� !	 ���
������� 
���� ����
� � ���������
��	 �� R 
� �
�	�
� 	�� �� �� �	
������ ���� 
��
 
�� ��	�
��	 f �� �
���
�� ��	�
�	� �	 ����
�� 
����

�$�����	���"���� �
��	���� ��� �� 
��� 	� ���#� c"�����������	� �� � �$��
������ �� �
��	���� �� 	
� ��������� ���D

�
����
 
 � -).�� "�
 F ⊂ RR �	� ������ 
��
 
���� ����
� � ��	�
��	 F ∈ F

���� 
��
 f ◦ F ∈ F \ {Θ} ��� ����� ����	�	
�������� ��	�
��	 f #$%� &��	� F ��
�
��	��� c����� �� ���

F




�����
��� �	 ���� 	��
�
�� �	 ���� 	��
�
��� 
� �������

 �����

'� ��("���)�� �* �%�))#) �#%��#� �� ��� ��! "��"#���

;� -O.� �	 �� �
��� 	
�	 	
� ������ DQ �� �	������ ����
� ���� �	 �� #��� �����
���� 	
� 	���������� ����	 �� #���� �� 	
� ������ DBa �� 3����
$ �
��	����

�#��� 	
� =���� ������	�� �
�������� DBa \DQ �� �	������������ ������� <�	 
�
�
�� 	
�	 �	 �� ����� ���� �� ��������� 	����� K�� 	
�� �
������ �� ���� 	
� ���"
������ �����D

	�

� � �-)).�� &���� ����
� � '�� ��� (���� $ ��	�
��	 F : R
onto−−−→ [0, 1]

���� 
��


�)� F ��	����� I����� �	 (0, 1))

�,� F ��	����� �	 R\ (0, 1))
�+� [0, 1] \ F−1 ({0}) �� � ���
 ��
����� ��
 ��	�� �	 [0, 1]�

;������ ��	 {Cn} �� � ��!
���� �� �������� ���I���	 ������ ��� ���
��� �����
�
���	� �� [0, 1] �� ���������	� ���	��

� �
�
 	
�	 ��� ���
 ��	��#�� (a, b) ⊂ [0, 1]
	
��� �$��	� n ∈ N ��	
 Cn⊂ (a, b)� 8�#��
���� 	
� ��	 C =

⋃
n∈N

Cn �� �� 	���
Fσ ��� �� ����	������ c"�����"��"�	����� �
�������� ���� -F.� 	
��� �$��	� � �
��	���
F ∈ DB1 �
�
 	
�	 F (x) = 0 �� x /∈ C ��� 0 < F (x) ≤ 1 ��� x ∈ C ���� ��	�����
��� -)).��
P���� 	
�� �
��	���� �� ��� ���#� �	���� c"�����������	� �� 	
� ������

DBa \DQD

�
����
 �� &�� ������ DBa \DQ �� �
��	��� c����� �� ���

@ � � � �� <�	 F �� 	
� �
��	��� ������ ���#�� K�$ �� �$�����	���"���� �
��	��� f�
=� �
����� /� 	� ���#� 	
�	 DBa \ DQ �� �	������ c"����������� �	 �� �
B���
	� �
�� 	
�	 f ◦ F ∈ DBa \DQ�
%� f �� ���	��
�
� ��� F ∈ DB1� f ◦F ∈ DBa� �� �
�� 	
�	 f ◦F �� ��	 !
���"

"���	��
�
�� �$ �� ���� ��	 V �
�
 	
�	 0 /∈ f−1 (V ) ��� V ∩ (f ◦ F ) (R) 
= ∅�
�
� ��	 F−1

(
f−1 (V )

)
�� � ������	� ��	 �� 	
� ���	 ��	������ �� �	 �� ��	 ����"

"����� ��� �
� 	� %� ? � 
 � � 
 � � � # CQ � ���
�	 -,>.� 	
� �
��	��� f ◦ F �� ��	
!
���"���	��
�
�� �

@
	 P := {D,DBa}� ��� PA := {DA : A 
�� 	
� �J�"������	�}� %� ��� ���

A ��	
 	
� �J�"������	�� 	
� ������ DA �� ���	����� �� DQ ���� -)>.�� �	 �� ����
	� ��� 	
�	 ��� ��� F1 ∈ P ��� F2 ∈ PA �� 
�#� DBa ⊂ F1 ��� F2 ⊂ DQ�
N����!
��	��� �� 	
� ��		�� 	
������ �� ��	���

��������� ��� !� F1 ∈ P �	� F2 ∈ PA 
��	 
�� ������ F1 \ F2 �� �
��	���
c����� �� ���

A



���������� 	
�
�
��� � �������� 
������

 ����� 	
�	 ��� ������ ���� PA �� �	������ ����
� �� ��� ������ ���� P -O.�
�
�������� �� F1 ∈ P ��� F2 ∈ PA� 	
�� F1 \ F2 �� �����
�� ���� �	������������
������� �� F1�
<�	 
� ��� �������� ���� �
��������� �� 	
� ������ B1 �� ��� =���� ) �
��	�����

;� -)).� �	 �� �
��� 	
�	 � �	���� 1��2�	������ �
��	��� ���� ��	 �� =���� )� �� ��
������ ���� PA �� ���	����� �� B1� @
	 P′

A := {DA∩B1 : A 
�� 	
� �J�"������	�}
��� DB1R	
� ������ �� ��� 3����
$ =���� ) �
��	����� ;� -)).� �	 �� ���#�� 	
�	
���
 ������ ���� P′

A �� �	������ ����
�� �� �	������������ ������� �� DB1� P����
	
� �
��	��� ���� <���� O� �� ��� �
��� �� 	
� ���� ��� �� �� �
����� *�
	
�	D

�
����
 ��� !� F ∈ P′
A 
��	 
�� ������ DB1 \ F �� �
��	��� c����� �� ���

9� � : � � � ���#�� �� -,/. 	
�	 	
� ������ DQ \Ds �� �	������ c"�����������
�� ���� �
�� 	
�	 ��	
 (Cτd ∩ CτI) \Ds ��� Ds \ (Cτd ∪ CτI) ��� �	������ c"��"
��������� 	���
 ����� 	
�	 � ��	 A �� ������ � ���
	"��	��#�� ��	 �� A �� � 
���� �� ��	��#���

(an, bn) ��	
 limn→∞ an = 0 ��� 0 < bn+1 < an < bn ��� ���
 n ∈ N� '
�����
	
�	 A =

⋃∞
n=1 (an, bn) �� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 ��� b1 = 1�

@
	

tA(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 ��� x ≤ 0�
1− 1

n ��� x ∈ [an, bn]� n ∈ N�

0 ��� x = an+bn+1

2 � n ∈ N ��� ��� x ∈ [b1,∞),

������ �� 	
� ��	��#���
[
bn+1,

an+bn+1

2

]
�
[an+bn+1

2 , an
]
� n ∈ N

���

FA(x) =

{
tA (x−m)−m �� m �� �#�� ��� x ∈ [m,m+ 1]�
1− x �� m �� ��� ��� x ∈(m,m+ 1).

?�	� 	
�	 FA �� ��	 ���	��
�
� �	 ��� �#�� m� ��� FA �� ���	��
�
� �	 ���
�	
�� ����	� 4����#��� FA /∈ Ds�

	�

� ��� "�
 f  � �	 ����	�	
�������� ��	�
��	� !� A �� � ����
���	� �	
�����
��
� 
��	 f ◦ FA /∈ Ds�

@ � � � �� K�$ �� �$�����	���"���� �
��	��� f ��� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 A�
�� ���� �
�� 	
�	 f ◦FA �� ��	 ���	��
�
� ��� ���� ��	 ������ 	� Ds� =� <��"
�� 6� 	
��� �$��	� �� �#�� �
���� m ∈ Z �
�
 	
�	 f �� �	���	�� ����	���
�� (−m,−m+ 2)� ��	
�
	 ���� �� ��������	�� �� ��� ���
�� 	
�	 f �� �	���	��
���������� �� 	
�� ��	��#���
8����#� 	
�	 f ◦ FA �� ��	 ���	��
�
� �	 m� ;������ ��	 (a, b) �� �� ����	����

��	��#�� �
�
 	
�	 m− 1 < a < m < b < m+ 1� �
��

f ◦ FA ((a, b)) ⊃ f ([−m,−m+ 1]) .

6
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� �������

 �����

'���� f �� �	���	�� ����	��� ��� ���	��
�
� �� [−m,−m+ 1]� f
(
[−m,

−m+1]
)
�� � �����������	� ��	��#��� <�	 ε < diam

(
f ([−m,−m+ 1])

)
/3� �
���(

f
(
FA (m)

)− ε, f
(
FA (m)

)
+ ε
)
� f

(
FA (a, b)

)
,

��� ���
 (a, b) �
�
 	
�	 m− 1 < a < m < b < m+ 1�
<�	 
� �
�� 	
�	 f ◦ FA /∈Ds� K�� 	
�� �
������ �$ �
����� a0 ��� b0 �
�


	
�	 m − 1< a0 < m < b0 <m + 1� �
��� �� 
�#� FA (a0)>FA (m)>FA (b0)
��� FA (m) = −m+1� %� f �� �	���	�� ���������� �� (−m,−m+2)� �� ��	���
f
(
FA (a0)

)
> f
(
FA (x)

)
> f
(
FA (m)

)
> f
(
FA (y)

)
> f
(
FA (b0)

)
��� ��� x∈ (a0,m)

��� y∈(m, b0)� �� �� 	
� ��	��#�� (a0, b0) 	
� �
��	��� f◦FA 
�� #��
� f (−m+ 1)
���� �	 	
� ����	 m� ?�	� 	
�	 f ◦ FA �� ��	 ���	��
�
� �	 m� �
�������� f ◦ FA
�� ��	 � �	���� 1��2�	������ �
��	���� �

K�$ f ∈ Cτd � ;	 �� ����"����� -,6. 	
�	 f 
�� 	
� 3����
$ ������	�� '���� f
�� �����$���	��� ���	��
�
� �	 ��� ����	� f ∈ Dap� %������
���� ���� 	
� ���	
	
�	 Cτd ⊂ D -,).� �� ��	��� 	
�	 CτI ⊂ DI−ap�
%� τI 
�� 	
� �J�"������	�� DI−ap ⊂ DQ� �

��

Cτd∩ CτI ⊂ Dap∩DI−ap⊂ DQ.

8����#� 	
�	 �������� Cτd∩ CτI ��� Ds ��� �������������

������� )+� ;� 0 �� � ���
	"
��� �����	� ����	 ��� � ���
	"
��� I"�����	� ����	
�� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 A� 	
�� tA ∈ (Cτd∩ CτI) \Ds�

@ � � � �� ;������ tA �� ���	��
�
� �	 ��� ����	 x 
= 0� 4����#��� tA �� �����$�"
��	��� ���	��
�
� ��� I"�����$���	��� ���	��
�
� �	 5���� 8� 	
� �	
�� 
����
1 ∈ tA ((−1/2, 1/2)) ��� 	
� ���� ����	 x0 �
�
 	
�	 tA (x0) = 1 �� �!
�� 	� 0�
��� tA �� ��	 ���	��
�
� �	 5���� �

������� )F� �
��� �$��	� � �
��	��� ��������� 	� Ds \ (Cτd ∪ CτI)�

@ � � � �� '
����� 	
�	 A �� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 �	 0 �
�
 	
�	 0 �� � ���
	"
"
��� �����	� ����	 ��� I"�����	� ����	 �� A� @
	

t̂A(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 ��� x = an+bn+1

2 � n ∈ N� ��� ��� x ≤ 0�
0 ��� x ∈ [an, bn]� n ∈ N� ��� ��� x ∈ (b1,∞)�

������ �� ��	��#���
[
bn+1,

an+bn+1

2

]
�
[
an+bn+1

2 , an

]
� n ∈ N

���

F̂A(x) =

{
t̂A (x−m)−m �� m �� �#�� ��� x ∈ [m,m+ 1]�
1− x �� m �� ��� ��� x ∈ (m,m+ 1).

�
��� F̂A �� ���	
�� �����$���	��� ��� I"�����$���	��� ���	��
�
� �	 ���

m ∈ Z ��� 
�� 	
� �	���� 1��2�	������ ������	�� �� F̂A ∈ Ds \ (Cτd∪ CτI)� �

/



���������� 	
�
�
��� � �������� 
������

P���� �
��	���� FA ��� F̂A ���������� �� �$����� )+ ��� �$����� )F� �� ��"
	��� 	
�	 �������� (Cτd∩ CτI) \Ds ��� Ds \ (Cτd∪ CτI) ��� �	������ c"�����������
;������ 
���� 	
� �$�����	��� ��	
��� �� ��	��� 	
� ��������� ���	�D

�
����
 ��� &�� ������ (Cτd∩ CτI) \Ds �� �
��	��� c����� �� ���

@ � � � �� '
����� 	
�	 A �� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 �
�
 	
�	 b1 = 1 ��� 0
�� ���
	"
��� �����	� ��� I"�����	� ����	 �� A� <�	 f �� �� �$�����	���"����
�
��	���� ;	 �� ���� 	� �
��� 	
�	 f ◦ FA �� �����$���	��� ��� I"�����$���	���
���	��
�
�� =� <���� ),� �� ��	��� f ◦ FA ∈ (Cτd∩ CτI) \Ds� �
��������� ��� "�


P =
{
DQ,DI−ap,Dap,Dap ∩DI−ap,Cτd ,Cτd ∪Ds,CτI ,CτI ∪Ds,Cτd ∩ CτI ,

(Cτd ∩ CτI) ∪Ds

}
.

*��� F ∈ P ��	
��	� Cτd∩CτI� &���������  � 
�� ��

�� 
������� 
�� ������ F\Ds

�� �
��	��� c����� �� �� ��� �	� F  ���	��	� 
� P�

�
����
 �
� &�� ������ Ds \ (Cτd∪ CτI) �� �
��	��� c����� �� ���

@ � � � �� K�$ �� �$�����	���"���� �
��	��� f� ��� ��	 F̂A �� 	
� �
��	��� ���� �$"
����� )F� <�	 
� �
�� 	
�	 f ◦ F̂A ∈ Ds� ;������ �$ (a, b) ⊂ R �
�
 	
�	
f
(
F̂A (a)

) 
= f
(
F̂A (b)

)
� ��� λ ∈< f

(
F̂A (a)

)
� f
(
F̂A (b)

)
>� �
��� �� f ◦ F̂A 
��

	
� 3����
$ ������	�� 	
��� �$��	� � ����	 x′ ∈ (a, b) �
�
 	
�	 f ◦ F̂A (x′) = λ�

;� x′ /∈ Z �� x′ �� ���� 	
�� �
	 x = x′� ;	 �� ���� 	� ��� 	
�	 f ◦F̂A �� ���	��
�
�
�	 x�
%��
�� 	
�	 	
��� �$��	� �#�� m �
�
 	
�	 x′ = m� <�	 
� �
�� 	
�	 	
���

�$��	� � ����	 x ∈ (x′, b) �
�
 	
�	 f ◦ F̂A (x) = λ� ;������ �� ��� ��� � ����	
x ∈ (x′, b) ��	
 F̂A (x) = 1−m� �� f

(
F̂A (x)

)
= f

(
F̂A (m)

)
= λ�

;	 �� ���� 	� ��� 	
�	 f ◦F̂A �� ���	��
�
� �	 x� �� �	 
�� 	
� �	���� 1��2�	������
������	��
�� ���� �
�� 	
�	 f ◦ F̂A �� ���	
�� �����$���	��� ��� I"�����$���	��� ���"

	��
�
�� =� <���� 6� 	
��� �$��	� �� �#�� �
���� m ∈ Z �
�
 	
�	 f ��
�	���	�� ����	��� �� [−m,−m+ 1]� ��	
�
	 ���� �� ��������	�� �� ��� ���
��
	
�	 f �� �	���	�� ���������� �
��	��� �� 	
�� ��	��#��� �� f (−m) < f (1−m)�
<�	 ε ∈ (0, f (1−m)− f (−m)

)
� �
���

A+m ⊂ R \
[
F̂−1
A

(
f−1

((
f
(
F̂A(m)

)− ε, f
(
F̂A(m)

)
+ ε
)))]

,

�� m �� � ���
	"
��� ���������� ��� � ���
	"
��� I"���������� ����	 �� A + m�
��� f ◦ F̂A �� ���	
�� �����$���	��� ��� I"�����$���	��� ���	��
�
� �	 m� �
�
����
 ��� &�� ������ DQ \ (Dap ∪DI−ap) �� �
��	��� c����� �� ���

O
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�
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� �������

 �����

@ � � � �� <�	 B =
⋃∞

n=1 (an, bn) �� � ���
	"
��� ��	��#�� ��	 �
�
 	
�	 0 �� � ���"
��	� ��� �� I"�����	� ����	 �� 	
� ��	 (−1, 0] ∪B�
�� ���� 
�� � �
��	��� fB �
��
 �� � �������	��� �� tB �
<�	

fB(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 ��� x ≤ 0�
0 ��� x ∈ [an, bn]� n ∈ N� ��� ��� x ∈ (b1,∞)�

1− 1
n ��� x = an+bn+1

2 � n ∈ N,

������ �� ��	��#���
[
bn+1,

an+bn+1

2

]
�
[an+bn+1

2 , an
]
� n ∈ N.

?��� �� 
�� 	
� �
��	���

FB(x) =

{
fB (x−m)−m, �� m �� �#�� ��� x ∈ [m,m+ 1]�
1− x �� m �� ��� ��� x ∈(m,m+ 1).

;	 �� ��	 ��B�
�	 	� ��� 	
�	 FB∈ DQ�
K�$ �� �$�����	���"���� �
��	��� f� �
��� �� f �� ���	��
�
�� f◦FB∈DQ� �
���

�$��	� �� �#�� �
���� m ∈ Z �
�
 	
�	 f �� �	���	�� ����	��� �� (−m,−m+ 2)�
%����� �� ��� ���
�� 	
�	 f �� �	���	�� ���������� �� 	
�� ��	��#���
<�	 y0=f (−m) ��� y1=f◦FB (m)=f (−m+ 1)� 8����#� 	
�	 FB (B) = {0}�

�� f
(
FB (B +m)

)
= {y0} ��� y0 < y1�

K�$ ε∈ (0, y1 − y0) ��� �
	 W = (y1 − ε, y1 + ε)� �
� ���������	 �� 	
� ��	
F−1
B

(
f−1 (W )

)
���	���� 	
� ��	 B+m� %� f

(
FB (m)

)
= y1 ��� m �� � ���
	"

"
��� �����	� ��� � ���
	"
��� I"�����	� ����	 �� B + m� f ◦ FB �� ���	
��
�����$���	��� ��� I"�����$���	��� ���	��
�
� �	 m� �
�������� �� f ◦ FB ��"
�
��� #��
� −m �� 	
� ��	��#�� (m− 1,m+ 1) ���� �	 	
� ����	 m� �� ��	���
f ◦ FB ∈ DQ\ (Dap ∪DJ−ap)� �

��������� ��� +�
 P = {DI−ap,Dap,Dap ∪ DI−ap,Cτd ,CτI ,Cτd ∪ CτI}�
!� F ∈ P� 
��	 
�� ������ DQ \ F �� �
��	��� c����� �� ���
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