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�

�
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���� ����	 �� �
�� ��

��
	 ���

α���
���
�

�������� �	
��

��

��������� ��� �������	
 	������	
 �

������� ���� � �����	
 f : (X, τ) →
(Y, σ) ���� ���	 �	�������� �	 ��� �� ��	������ � ���� �� ����	�
� �� �
��������

�	���������� ������� ����  ���� !�	
��� �� "#$%&'� %()$*+�

f∗ : (X, τα) → (Y, σα), fα : (X, τα) → (Y, σ), fα : (X, τ) → (Y, σα),

����� f∗(x) = fα(x) = fα(x) = f(x) ��� ���� x ∈ X� ,	����������	
���
 ��-
����	 ����-�	��	 ���		�

-�.�� ���������
 "������� ����� α-���		�

� ����/�' ���
f, f∗, fα, fα ��� 
�������

�� 
������������

���������� ��� 	��
��� 	�	�� (X, τ) ��
 (Y, σ) 
���
 ��� ��	�������� 
	���

�� ����� �� 
�	������� �����
 ��� �

���
� ��� S �� � 
��
�� �� (X, τ)� ���
������� ���� �	
������ �� S �� (X, τ) ���� �� 
�����
 �� cl (S) �� clτ (S) �int (S)
�� intτ (S)�� ��� 
�� S �
 
��
 �� �� ������� �
�	� α��
�	 ����� ������
�	 � ��
����������� ���� 
���
�	 �!� �� (X, τ) �� S = int

(
cl (S)

)
� S ⊂ int

(
cl (int (S))

)
�

S ⊂ cl
(
int (S)

)
� int

(
cl (S)

) ⊂ S� S ⊂ int
(
cl (S))

)
� ��
	����"���� ��� ������ �� ���

���
�
 �������� �	��� α#�	��� 
���#�	��� 
���#���
�
� 	���	��� 
��
��
 �� (X, τ)
�
 
�����
 ��

c (X, τ) (RO (X, τ), τα, SO (X, τ), SC (X, τ), PO(X, τ)).

$� �
 %���� ���� ���� τα �
 �����
 � ��	����� �� X� &�
�� τα = SO (X, τ) ∩
PO (X, τ) ��'� ����� (��� ��
 τ ⊂ τα ��� �"��� 
	��� (X, τ)�

& ��		��� f : (X, τ) → (Y, σ) �
 
��
 �� �� �������	
�	���� �� ����)� ���� � �
���������
� �(�� ������ �*�� ��

f−1(V ) ∈ SO (X, τ)

�f−1(V ) ∈ SO (X, τ)� f−1(V ) ∈ PO(X, τ)� ��� ���� V ∈ σ ���
	� V ∈ SO (Y, σ)�
V ∈ σ��

*000  ������� � � 
 ��� 1 � � � 2 �� 
 
 � � � � � � � �	� &320%�
4�.����
� ��
���� ���	� α-���	� 
���-���	� ������	�

�



�������� ������� �

$� ��+� ������� ,� -� &� . � 
 � ��
��"�
 ���� ����/� ��
 	������������ �!�
��� �0��"������ $� ���� &� 1 � � � � � � � � " 2 
����
 ���� ����/� ��
 
��� ���
��
�	��
��� �� ���� ������

& ��		��� f : (X, τ) → (Y, σ) �
 
��
 �� �� �����
 �
�	 �	 
�� ��	�� ��
��	��� � ��	��� �� ����)� ������ ���� �α#�	�� ��+�� �� f(U ) ∈ σ �f(U ) ∈ σα� ���
�"��� U ∈ RO(X, τ) �U ∈ τ�� & ��		���

f : (X, τ) → (Y, σ)

�
 
��
 �� �� ������ �
�	 �����)� ����� ��!� �� f(U ) ⊂ int
(
f(cl (U ))

)
��� �"���

U ∈ τ � & ��		���

f : (X, τ) → (Y, σ)

�
 
��
 �� �� �����
 �
�	 �	 
�� ��	�� �� ����	��� ��(� �����)� ������� ��

f−1
(
cl(V )

) ⊂ cl
(
f−1(V )

)
��� ���� V ∈ σ.

.����� ���� 3����
%� ���������� ���
�
���
 ����3� ��		���
 ��� ��4������
 �����
$� �! �� &� 5� 6 � 
 � � � � � �
 ��� �!� �����
���
 	���	�� ��		���
 �
 ���
��		���
 ���� �����
 �� �	�� 
��
 ����� 	���	��� ��� 
��� 
�7������ ��

��
�	��
����� �
�
 �� -� &� . � 
 � � ������ ��� ����� ��!�� $� ��+� ������� ���
. � 
 � 	��"�
 ���� ����3� ��
 	���	����

 ������
��

.�������
 ������� ��� ���"� 
�
�����
 ������
 ��� 
�	����
 �� � 
������
����� ����	��� �,�� ����� �� ����� 
���

 ��� ��� ��	��������� �� ����� ���

�

��� ����
 ��� ��	�������� ���� 
��
 ��� ���
� ��
 � 
����� ����� ���

�
 ���
����� ����
 ���� ���� �� ��� ��� ��	��������
 ���

�

����5� α#�	��

���� ����3�

��

��
�

�

�

������������������������� 											
											�

-�������

�� ������  !�� ��!!��"�

��� ��������� %���� ����
 ���� �� �
�
�

����� �� ��
 � �
��� (X, τ) �� ����
����� ���	

��� �8� ����� ����� clτ (S) = clτα(S) ��� �	� S ∈ SO (X, τ)�

�



��! "#$�� #" #��� �!������ !�� α%�#�#&#��

��� �8� ����� ������ intτ (S) = intτα(S) ��� �	� S ∈ SC (X, τ)�

��� RO(X, τα) = RO(X, τ) �������� ���� �'� 9�������� ��,������

��� SC (X, τα) = SC (X, τ) �������� ���� �'� :��	�
����� ������

��� �'� 9�������� ��8���� PO (X, τα) = PO(X, τ)�

����	�� �� ��� �	� ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ)

��� f �� ������ ⇔ fα �� ������ 

��� f∗ �� ������ ⇔ fα �� ������ 

�(� f �� ������ ⇒ fα �� ������

: � � � �� ��� ��
 ��� ������ ���� ����� ����� ����� �(� �
 ��"���
 �� ��� �����#

��� σ ⊂ σα� �

��� ��"��
� ��	�������� �� ���� �� �(� ���"� ��� �� ���
�� �
 �� �
 
��� �� ���
����������

������� �� ���

X = {a, b, c, d, e}, Y = {a, b, c}, τ =
{∅, X, {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}},

��


σ =
{∅, Y, {a}}.

-�7�� f : (X, τ) → (Y, σ) �
 ������
; f(a) = f(c) = a, f(b) = f(d) = b, f(e) = c.
3� ��"�

RO(X, τ) =
{∅, X, {a, b}, {c, d}} ��
 σα =

{∅, Y, {a}, {a, b}, {a, c}}.
���
� fα �
 ����5�� ��� f �
 ����

.����� ���� � ��		��� f : (X, τ) → (Y, σ) �
 �����
 
�������������� ��� 	�  � ��
f(F ) ∈ SC (Y, σ) ��� ���� 
�� F ∈ SC (X, τ)�

����� � ���*� ������� ������ ! ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �� �	�
�	�� �� f

(
int (F )

) ⊂ int
(
f(F )

)
��� ���� ��
 F ∈ SC (X, τ)�

����	�� �� ��
 �	 f : (X, τ) → (Y, σ) �� 
��������������� ���	

fα �� ������ =⇒ f �� ������

: � � � �� ��� fα �� ����5� ��
 	��% �� ��������� F ∈ SC (X, τ)� <� ����� �� ��
��"� f

(
intτ (F )

)
= fα

(
intτ (F )

) ⊂ intσα

(
fα(F )

)
� &
 f �
 	��#
���#���
�
� �����

�		����� ����� ����� �� ������ f
(
intτ (F )

) ⊂ intσ
(
f(F )

)
� �


�	����	� �� ��
 � ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ) �� 
��������������� ���	

fα �� ������ ⇐⇒ f �� ������

: � � � �� ������� � �(� ��
 ������� �� �

(



�������� ������� �

��	�
� �� ��� �

��	���� ���� f �
 	��#
���#���
�
 �� ������� � �
 ����

���
�=���	�� ��� 9��
�
��� ��� ��
������ ��� ����� f

({c, d})�
����	�� �� ��� �	� f : (X, τ) → (Y, σ)

��� f �� ���� ⇔ fα �� ���� 

��� f∗ �� ���� ⇔ fα �� ���� 

�(� f �� ���� ⇒ fα �� ����

: � � � ��


��� 
⇒�� ��� f �� ���� ��
 ��� U ∈ τα� ���� �� ��"�

fα(U ) = f(U ) ⊂ f
(
intτ

(
clτ (intτ (U ))

))

⊂ intσ

(
f

(
clτ

(
intτ

(
clτ

(
intτ (U )

)))))

⊂ intσ

(
f
(
clτ (U )

))
.

5���� �"��� α#�	�� 
�� �
 
��� �	��� �� ����� ���� �� ���

fα(U ) ⊂ intσ

(
f
(
clτα(U )

))
= intσ

(
fα

(
clτα(U )

))
.


⇐�� ��� fα �� ���� ��
 ��� U ∈ τ � ����� �� ����� ����� �� ���

f(U ) = fα(U ) ⊂ intσ

(
fα

(
clτα(U )

))
= intσ

(
f
(
clτ (U )

))
.


��� $� ������
 ���� �����������
 ���� ���
�
�� ��� �
� �� ����� �����


⇒�� ��� U ∈ τ �� ���������� 5���� U ∈ τα ��
 f∗ �
 ����� �� ���;

fα(U ) = f∗(U ) ⊂ intσ

(
fα

(
clτα(U )

))
= intσ

(
fα

(
clτ (U )

))
.


⇐�� ��� U ∈ τα� ����� U ⊂ intτ
(
clτ (intτ (U ))

)
� <� ��	����
�
 �� ��"�

f∗(U ) ⊂ fα
(
intτ

(
clτ

(
intτ (U )

)))

⊂ intσα

(
fα

(
clτ

(
intτ (U )

)))

⊂ intσα

(
f∗
(
clτ (U )

))

= intσα

(
f∗
(
clτα(U )

))
.


��� ��� f �� ���� ��
 U �� ���� τ � $� � "��� �� ��� �����
��� σ ⊂ σα� ���
��������� �
 �����;

fα(U ) = f(U ) ⊂ intσ

(
f
(
clτ (U )

)) ⊂ intσα

(
fα

(
clτ (U )

))
.

�

,



��! "#$�� #" #��� �!������ !�� α%�#�#&#��

��� ���"��
� �� ������� (�(� �
 ��� ����� �� ��������

������� �� ��� X = {a, b, c, d, e}� Y = {a, b, c, d}� τ =
{∅, X, {a, b}, {c, d},

{a, b, c, d}}� ��
 σ =
{∅, Y, {a}}� ��� f : (X, τ) → (Y, σ) �� �������� 
�7��
 �


�� =���	�� �� >�� ��
��� ����%
 ���� fα �
 ���� &� ��� 
��� ���� f �
 ��� �����

���� f

({a, b}) 
⊂ intσ
(
f(clτ ({a, b})

)
= {a}�

& ��		��� f : (X, τ) → (Y, σ) �
 
��
 �� �� ����������� ��,� �� f(F ) ∈
SC (Y, σ) ��� �"��� 
�� F ∈ c (X, τ)� $� �
 ����#%���� ���� 	��#
���#���
�
��


�� f ��	���
 f �
 
���#���
�
� ��� ��� ���"��
����

����	�� �� ��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������������ ���	

fα �� ���� =⇒ f �� ����

: � � � �� ��� fα �� ���� ��
 U ∈ τ � 3� ���

f(U ) = fα(U ) ⊂ intσα

(
fα(clτ (U ))

)
= intσα

(
f(clτ (U ))

)
,

����� f
(
clτ (U )

) ∈ SC (Y, σ)� ���
� �� ����� ����� f �
 ���� �

�	����	� �� !����� 
��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������������ ���	

fα �� ���� ⇐⇒ f �� ����

: � � � �� ���
 �0��"������ ������
 ���� �������
 (�(� ��
 ,� �
��	�
� �� >�� ��� ��
��� 
�� ���� ��� ��		��� fα ���� =���	�� � �
 �����
��� f �
 ��� 
���#���
�
 ����
�
��� ��� ��
������ ��� ����� f

({c, d, e})��
9������ �
�� ��� 	���� �� ��8� ����� ��,��� ��� ��� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ��"�

f∗ �
 ����5� =⇒ f∗ �
 ����

��� ���"��
� ��� ����� �
 �� �
 
��� �� ��8� =���	�� ��8�� ?�� 
	���
 (X, σ)� (Y, τ)
���� ���� ����	��� σ = σα ��
 τ = τα�

$� �,� ��� ������ ��
 
���� ��� ����������

����� �� ��
 � ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �	� 
���������������
���	

f �� ������ ⇐⇒ f �� ����


�	����	� �� ��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� 
�������������� �	� ��
 f∗ �� ������
���	

f∗ �� ���� ⇐⇒ f∗ �� ������

: � � � �� <� ����� ����� 	��#
���#���
�
��

 �� f ��
 f∗ ��� �0��"������ ���
�
����� ( ����

 ��� ��
���� �
����� �� ��� �	� f : (X, τ) → (Y, σ) 

f∗ �� ������ =⇒ f �� ������

8



�������� ������� �

: � � � �� 9���� �� ��� �����
��� σ ⊂ σα ��
 ����� ����� �

��� ��"��
� ��	�������� ��� �� ���
��

������� (� ��� X = {a, b, c}� τ =
{∅, X, {a}, {c}, {a, c}}� ��
 σ =

{∅, X, {a}}�
��� �
������ ��		��� id : (X, τ) → (X, σ) �
 ���������
 ��
 
� ����/�� ��� id∗
�
 ��� ����/� 
���� id−1

∗
({a, b}) /∈ PO (X, τ) = PO (X, τα)�


�	����	� �� ��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� 
�������������� �	� f∗ �� ������
���	

��� f∗ �� ������ ⇔ f �� �����

��� f �� ������ ⇔ f∗ �� ����

: � � � �� ="��� 	��#
���#���
�
 ��		��� �
 
���#���
�
 ��
 ��������� �� ��� ���#
��@� 9�������� �� ��� A
� 9���������
 ( ��
 �� ��
 ������� (���� ��� ������
 ��
�����
 , ��
 (� 9�������� �� ������� (���� �

#� �� ��� ��!!��"�

����� � ����� :��	�
����� �+��� "	 �#��� �
��� (X, τ) τα =
(
τα

)α
�

����	�� �� ��� �	� f : (X, τ) → (Y, σ)

��� fα �� α��
�	 ⇔ f �� α��
�	�

��� f∗ �� α��
�	 ⇔ fα �� α��
�	�

�(� fα �� α��
�	 ⇒ f �� α��
�	�

: � � � �� ��� ������
 ���� ����� 8� ��� �
 ��"���
� ����� �(� �
 ����� �� ���
�����
��� τ ⊂ τα� �

��� ��	�������� ���"��
� �� �(� ��� �� ��� �����

������� ,� ��� X = {a, b, c}� τ =
{∅, X, {a}}� ��
 σ =

{∅, X, {a}, {b, c}}� ���
�
������ id : (X, τ) → (X, σ) �
 �	�� ���
 
� α#�	���� ��� idα �
 ��� α#�	�� 
����
idα

({a, b}) /∈ σα = σ�

& ��		��� f : (X, τ) → (X, σ) �
 �����
 
�����������
� �� � �� ��� 	�������
f−1(V ) ∈ PO (X, τ) ��� ���� V ∈ PO (Y, σ)� $� �,� �� ��"� 	��"�
 ��� ����������

����� �� "� � ��

�	� �� ������ �	� 
�����������
� 
��	 �
 �� α��
�	�

����� �� "� �	 f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �	� 
�����������
� 
��	 f∗
$�� �%��#� fα& �� α��
�	�

*
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: � � � �� <� ����� ����� 	��#����
������

 �� f ��
 	��#����
������

 �� f∗ ���
�0��"������ ?��� ������� � �� ����� ���� f∗ �
 ����5� ���
� ��� ��
��� ������


������� ���� ����� *� �

=��� 	��#����
����� ��		��� �
 ����/� ��� �� � =���	�� (� ���������
 ���
���
����� �� �� ����/� ��		��� ����� �
 ��� 	��#����
������

����� � ��,��� "� � ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �	� ������ 
��	 f
�� α��
�	 �� �	� �	�� �� �
 �� 
�����������
��

����	�� �� ��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �	� ������ ���	

f �� α��
�	 =⇒ fα �� α��
�	.

: � � � �� �����
  ��
 '� �

�	����	� �� ��
 f : (X, τ) → (Y, σ) �� ������ �	� ������ ���	

f �� α��
�	 ⇐⇒ fα �� α��
�	.
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 8 ��
 *� �
����	�� �� ��� �#��� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ��#�

��� fα �� ������ ⇔ f �� �������

��� f∗ �� ������ ⇔ fα �� �������

�(� fα �� ������ ⇒ f �� ������

: � � � �� ��� ��
 ��� ������ �� ����� ���� ����� �(� �
 ��"���
 �� τ ⊂ τα� �
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 ��� ��"��
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������� 8� ��� X = {a, b, c}� τ =
{∅, X, {a}}� σ =

{∅, X, {a}, {c}, {a, c}}� ���
�
������ id : (X, τ) → (X, σ) �
 ����3� ��	��� �� ������ ��� idα �
 ��� ����3� 
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f−1
(
cl (V )

) ⊂ cl
(
f−1(V )

)
��� �#��� V ∈ SO (Y, σ).

����	�� �� ��
 � ��

�	� f : (X, τ) → (Y, σ) �� ���� ���	

f �� ������ =⇒ fα �� ������

: � � � �� ��� V ∈ SO (Y, σ) �� ���������� <� ��(� ����� ��� cl (V ) = cl
(
int (V )

)
�

���
� �� ��� �

��	���� ��
 �� ����� ����� �� ���

f−1
α

(
clσ(V )

)
= f−1

(
clσ

(
intσ(V )

)) ⊂ clτ

(
f−1

(
intσ(V )

))

= clτα

(
f−1

(
int(V )

)) ⊂ clτα

(
f−1
α (V )

)
.
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�� �
 ��� α#�	�� �
 id
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