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1 Introduction.

Soit K /k une extension finie de caractéristique p > 0. Une partie G de
K est dite r-générateur de K/k, si K = k(G). Si de plus, |G| est mini-
mum, G est dite r-base de K/k. Soient B; une r-base de K/k et By une
p-base de k (c’est-a-dire By est un r-générateur minimal de k/kP). On note
di(K/k) = card(By) et di(k) = card(Bs), di(K/k) s’appelle le degré d’irratio-
nalité de K /k et di(k) le degré d’imperfection de k. Une partie A de K est dite
r-libre sur k, si A est une r-base de k(A)/k. Dans tout le reste de cette partie,
on suppose que K /k est purement inséparable finie. Soit x € K, on pose :
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o(x/k) = inf{m € N|2P" € k} et 01(K/k) = inf{m € N|KP" C k}. Une

r-base B = (a,as, . ..,a,) de K/k est dite canoniquement ordonnée, si pour
j=12,...,n,onao(a;j/k(ar,as,...,a;_1)) = o1(K/k(ar,as,...,a;_1)).
L’entier o(a;/k(a1,...,a;—1)) ainsi obtenu est indépendant du choix de la

r-base B de K/k (cf. [4], p. 90, satz 14). On l'appelle le j-éme exposant de
K/k, et on le note o;(K/k). Par convention, si j > n, on pose o;(K/k) = 0.
On rappelle que K/k est dite modulaire, s’il existe une r-base {ay, - ,a,}
de K/k telle que K ~ k(a1) Q- - - @y k(a,). Faute d’étre modulaire, K admet
toujours une factorisation en produit tensoriel sur k d’extensions irréductibles
non toutes simples. Dans 1] nous avons introduit une forme particuliére de
factorisation définie comme suit : soient K /k et Ky/k deux sous-extensions
de K/k avec di(K1/k) =iy et di(Ky/k) = is. Si K ~ K ® Ka, et si de plus
(01(K1/k), -+ 05 (K1 /k),00(K3/k), -+, 04, (K2/k)) est la liste des exposants
de K/k, on dit que K; ®; K» est une e-factorisation de K /k. Il est facile de
voir que c’est une lois associative, ce qui permet de donner un sens & une
e-factorisation d’un nombre quelconque de facteurs sans spécifier les paren-
théses. Par récurrence sur [K : k|, on vérifie aussitot que K/k admet une
e-factorisation de longueur maximale. De plus, dans [1| nous avons montré
que si Ky ®y, -+ ® Ky, et Ly ®p - - - @y Ly, sont deux e-factorisations de K/k
avec m maximal, alors pour tout j € {1,---,m}, on a di(K;/k) = di(L;/k),
et donc pour tout j € {1,---,m}, pour tout h € N, o,(K;/k) = o,(L;/k).
Par conséquent, dans la classe des e-factorisations de longueur maximale les
facteurs conservent leurs tailles et leurs formes, donc on peut espérer étendre
ce résultat a d’autres types de factorisations. Le présent papier s’inscrit dans
cette direction, on s’intéresse surtout & l'unicité de la forme des factorisa-
tions de méme longueur maximale. Dans ce contexte, on démontre que si
di(K/k) < 4 et si K/k admet une e-factorisation de longueur maximale m,
alors toute autre factorisation de K /k de longueur m est nécessairement une
e-factorisation. En particulier, si 2 < di(K/k) < 4 et si K/k admet deux
types différents de factorisations de longueur di(K/k) — 1 dont I'une est une
e-factorisation, alors K /k est modulaire. Cependant, si di(K/k) > 5, il existe
une classe importante d’extensions qui ne conservent ni la taille ni la forme
des facteurs d’une factorisation de longueur maximale. A cette occasion, on
présente un exemple d’extension de degré d’irrationalité 5 admettant deux
différents types de factorisations de méme longueur maximale dont 'une est
une e-factorisation.

Enfin, nous attirons 'attention que les propriétés du degré d’irrationalité,
des exposants, et des extensions modulaires sont de grande importance pour
ce travail. Pour cela, nous avons cru bon de rappeler ce qui est nécessaire
dans la section suivante.
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2 Terminologies et notations.

2.1 Degré d’irrationalité d’une extension.

Désormais, et sauf mention expresse du contraire, K/k désigne une exten-
sion algébrique finie (souvent purement inséprable) de caractéristique p # 0.
Le résultat ci-dessous intervient fréquemment dans ce travail. Il permet de
ramener 1’étude des propriétés de " r-indépendance " sur k aux propriétés
de p-indépendance sur k(KP) lesquelles sont plus riche (théoréme de la base
incompléte -- ), K/k(K?) étant de hauteur 1.

(P1) Soit K/k une extension purement inséparable finie. Une partie G

de K est une r-base de K/k si, et seulement, si G est une r-base de
K/k(KP) (cf. [1], p. 370, proposition 1).

Notamment, nous utilisons souvent la propriété suivante :

Si K/k est de hauteur < 1 (K? C k), alors un systéme (ai,--- ,a,) de
K est r-libre sur k si, et seulement, si a; & k(ay, -+ ,a;-1,@ir1," "+ , Q) pour
i=1---n.

Voici les autres résultats du degré d’irrationalité dont on a besoin.

(P2) Pour toute sous-extension L/L' de K/k, on a di(L/L") < di(K/k)
(cf. [1], p. 371, théoréme 1).

(P3) Pour toute extension finie K/k, on a di(K/k) < di(k) (cf. [1], p.
372, théoréme 2).

(P4) Soient Ky /k et Ky/k deuz sous-extensions de K/k, k-linéairement
disjointes. Soient {aq, -+, } et {81, -+, Bn,} deuz r-bases respecti-
vement de Ki/k et Ky/k. On a :

(i) {aq, -, an, } estuner-base de K1(K3)/Ks. En particulier, di(K;(K>)
/) = di(F k),

(ii) Supposons que K;/k et Ko /k sont non séparables, alors {aq, -+ , ap,,
B, Buy } est une r-base de K1(Ky)/k. En outre, di( K1(K3)/k) =
di(Ky/k) + di(Ky/k) (cf. [1], p. 371, proposition 3).

2.2 Exposants d’une extension.

De méme, voici les principaux résultats dont on a besoin et qui font

intervenir les exposants.

(Ps) Soient K et L deux corps intermédiaires d’une extension /k, avec
K/k purement inséparable finie. Alors, pour tout entier j, on a 0;(K (L)
Jk(L)) < oj(K/k) (cf. |1], p. 373, proposition 5).

(Pg) Soit K/k une extension purement inséparable finie. Pour toute sous-
extension L/L" de K/k, et pour tout j € N, on a 0;(L/L") < 0;(K/k)
(cf. 1], p. 374, proposition 6).



100 E. Fliouet An. U.V.T.

Pr) Soient m; le j-éme exposant d’une extension purement inséparable
j
finie K/k, et (aq,- -+ ,ay) une r-base canoniquement ordonnée de K /k.

On a:

() K(K?™) = k(o™ af)).

(ii) Soit Aj = {(t1,--- ,1j-1) tel que 0 <@g <p™ ™ ... 0<1i; ;<
pmi-tmmi b Alors, {(aq, - - - ,ozj_l)pmjé tel que & € A} est une base
de k(K?"™) sur k.

(iii) Soient n € N et j le plus grand entier tel que m; > n. Alors,
(2" ,ozé-)") est une r-base canoniquement ordonnée de k(K*?")/k,
et sa liste des exposants est (my —n,--- ,m; —n) (cf. |2], p. 140,
proposition 5.3).

(Ps) Si Ki/k et Ky/k sont deux sous-extensions purement inséparables
de K/k, alors K1 /k et Ko/k sont k-linéairement disjointes si, et seule-
ment, si pour tout j € N, 0;(K1(K3)/K3) = 0;(K1/k). En particulier,
st K ~ Ky @ Ko, et si (g, ,qy,) est une r-base canoniquement
ordonnée de Ky /k, alors (aq,- - ,ap,) est aussi une r-base canonique-
ment ordonnée de K/Ky (cf. |1], p. 874, proposition 7).

(Pg) (Algorithme de la complétion des r-bases) Soient K/k une exten-
sion purement inséparable finie et G un r-générateur de K/k. Soit
{ou, -+, a5} un systéme de K tel que o(a; /k(aq, -+ ,aj_1)) = 0j(K/k)
> 0 pourtoutl < j <s.Siagiq, 0510, - est une suite d’éléments de G
vérifiant o(asyi/k(ag, -+, Qspi1)) = Igleaé((o(a/k(al, C L Qi) >
0, alors cette suite s’arréte sur un plus grand entier n tel que o(a,, k(ay,

1)) >0, et (g, , ) est une r-base canoniquement ordon-

née de K/k (cf. 1], p. 374, proposition 8).

2.3 Extensions modulaires.

Une extension K/k est dite modulaire, si pour tout n € N, K?" et k
sont KP" N k-linéairement disjoints. Cette notion a été introduite pour la
premiére fois par Swedleer dans [5]. Elle caractérise les extensions purement
inséparables qui sont produit tensoriel sur k d’extensions simples. Soient
m; le j-éme exposant de K/k et (aj,---,q,) une r-base canoniquement
ordonnée de K/k, donc d’aprés (Py), pour tout 1 < j < n, il existe des

constantes uniques C. € k telles que oszmj = Z Co(ag, - ,a5-1)™°%, ou
EEAJ'
Aj = {01, - ,ij1) tel que 0 <4y < p™ =" - 0 < <p™""}. Ces

relations s’appellent les équations de définition de K/k, car elles engendrent
I'idéal maximal de toutes les relations entre les «;, 1 < i < n, lequel détermine

K/k.
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Voici le reste des résultats dont on a besoin :

(P10) [Critére du modularité]| Sous les notations ci-dessus, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. K/k est modulaire.

2. Pour toute r-base canoniquement ordonnée (au,--- ,ay) de K/k, les
C. e kN K" pour tout 1 < j < n.

8. 1l existe une r-base canoniquement ordonnée (ay,- -+ , ) de K/k telle
que les C. € kN K?™ pour tout 1 < j < n (cf. [2|, p. 142, proposition
1.4).

Ce critére permet de trouver facilement les extensions non modulaires.

Exemple 2.1. Soient P un corps parfait de caractéristique p > 0, k =
P(X,Y,Z) le corps des fractions rationnelles auz indéterminées X,Y, Z,
et K = k(aq, ) avec on = XP et ay = XPYP ' 4+ 20" Il est im-
médiat que o1(K/k) = 2 et 0o(K/k) = 1 (o = Yol + Z). Si K/k est

modulaire, d’aprés le critére du modularité, Y oet ZP € K ; et donc
2

K' = k(X?° Y?' 207"y C K. Par suite, di(K'/k) = 3 < di(K/k) = 2,

contradiction.

Comme conséquence de ce critére, on a :

(P11) Soit K/k une extension purement inséparable finie de degré d’ir-
rationalité n. Si K/k est equiexponentielle, alors K/k est modulaire.
En particulier, K/k(KP"") est equiexponentielle (donc modulaire), ot
my, = o, (K /k).

(P12) Soient Ky et Ky deux corps intermédiaires d’une extension pure-
ment inséparable finie K/k, k-linéairement disjoints. Si K/k est mo-
dulaire, il existe une r-base canoniquement ordonnée (avq,--- , ) de
K/K; telle que K ~ Ky @y k(o) Q- - - Qr k(). En particulier, K /K,
est modulaire, si K/k l’est.

Le résultat suivant de waterhouse joue un role important dans I’étude des
extensions modulaires (cf. [6], p. 39, theorem 1.1).

(P13) Soit (Kj)jel une famille quelconque de sous-corps d’un corps §2. Si
K est un sous-corps de (2 tel que K et K; sont K;NK -linéatrement dis-
joints pour tout j € I, alors K et ﬂ K; sont KN (ﬂ K;)-linéairement

jel jel
disjoints.
Il en résulte aussitot que la modularité est stable supérieurement et inférieu-
rement par une intersection quelconque. Plus précisément, on a :
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(P1a) (i) Soit (K;/k) e, une famille de sous-extensions d’une extension
K/k. Si K;/k est modulaire pour tout j € I, alors ﬂ K;/k est mo-

jeI
dulazire.
(it) St K/K; est modulaire pour tout j € I, alors K/ ﬂ K; est modu-
jel

laire. En particulier, K/k admet une plus petite sous-extension m/k
(resp. une plus petite extension M /K ) telle que K/m (resp. M/k)
est modulaire.

3 Reésultats principals.

Soit K /k une extension purement inséparable finie. Une factorisation de
longueur m de K/k est la donnée de m corps intermédiaires Ky, Ko, -+ , K,
de K/k tels que K ~ K ®,Ko®y- - QK. Side plus, (01(K1/k), -+, 0, (K1/
k),01(Ks/k), -+, 0n,(Ks/k), - ,01(Kpn/k), -+, 0n, (Ky/k)) est la liste des
exposants de K /k, ou n; = di(K;/k) pour j =1,--- ,m, alors K; ®; Ky ®j
-+ @y K, s’appelle e-factorisation de K/k. Par récurrence sur [K : k|, on voit
que K/k admet toujours une factorisation irréductible (K;/k irréductible),
cependant il n’y a pas unicité de factorisation.

Exemple 3.1. Soient P un corps parfait de caractéristique p > 0, k =
ko(X,Y, Z) avec (X,Y, Z) algébriquement libre sur P, et K = k(X’fQ, Xrlye”
+277YP). Ona

K ~ k(XP 7, XPy? 427 )@, k(Y ),
2 1 1

~ B(XPT) @ k(2P @ k(YP ).
+ 70 )k est irréductible (cf. Exemple 2.1).

—2 -2 -1
k(XP ", XP7YP
Contrairement a 'unicité des facteurs d’une factorisation, le résultat ci-
dessous confirme 'unicité de la forme de la factorisation de longueur maxi-
male d’une certaine classe d’extensions. Plus précisément, on a :

Théoréme 3.1. Soit K/k une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité di(K/k) < 4. Si K/k admet une e-factorisation de longueur
maximale m, alors toute factorisation de K/k de longueur m est nécessaire-
ment une e-factorisation.

Pour la preuve de ce théoréme, nous aurons besoin des résultats suivants :
On rencontre fréquemment la proposition ci-dessous dans 1’étude de la
linéarité disjointe.

1
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Proposition 3.2. Soient K et Ky deux corps intermédiaires d’une extension

K/k, k-linéairement disjoints. Soient Ly et Ly des sous corps respectifs de
K et Ky. Alors, Lo(K7) et Li(Ky) sont k(Ly)(Ly)-linéairement disjoints. En
particulier, Lo(K1) N Ly(Ky) = k(L1)(L2).

Preuve. Immédiat, application de la transitivité de la linéarité disjointe.
Ce résultats s’étend & m corps Ky, Ko, - -+ , K,,, k-linéairement disjoints.

Soient L; un sous corps de K; pour i = 1,--- ,m, et L = HL“ alors
i=1
L(Ky), L(Ky),- -+, L(K,,) sont k(L)-linéairement disjoints.

Proposition 3.3. Soient K| ®; Ky une factorisation d’une extension pure-
ment inséparable finie K/k et F/k la plus petite sous-extension de K/k telle
que K/F est modulaire. Si di(Ky/k) < 2, il existe une sous-extension Ki/k
de K/k vérifiant :
2. FN K] estla plus petite sous-extension de K{/k telle que K{/F N Kj
est modulaire.

En particulier, pour tout i € N, 0;(K]/k) = 0;(K1/k).

Preuve. On se raméne au cas ou di( K /k) = 2, puisque le cas di( K /k)
1 est trivial. Posons my; = o01(Ki/k) et mo = 0o(K;/k), et soit (aq,an
une r-base canoniquement ordonnée de Kj/k. D’apres (Pg), on a (ay,as
est aussi une r-base canoniquement ordonnée de K/K,, avec o0;(K;/k)
0;(K/Ks) pour tout i € N. En vertu de (P1;), K/K(a;?"?) est modulaire,
et donc F' C Ky(ay?"®). Posons s; = 01(K(F)/F) et sy = 0y( K1 (F)/F).
D’aprés (P5) et (PG), mo = Ol(Kl(Kg)/KQ(KPMQ)) S Ol(Kl(KQ)/KQ) S
01(K1(F)/F) = s, = o(ay, k(ay?™")). De méme, on a my = 0y( K/ Ky(K?P™))
< 0o( K1 (F)/F) = s9 < 09(K1/k) = mgy. On en déduit que so = my et [K] :
k(an?™)] = [k(ar, az)  k(an?™)] = [k(ar, az) © k(an)] x [k(an) @ k(an™)] =
p"ep*t = [Ki(F) : F. Ouencore K (F) ~ Ki ®y,,»+1) F. Ecrivons 'équation

pS1—m2_1

de définition de Kj/k(ayP') @ ap?™ = Z Cia™, avec les C; sont
=0

S— —

N —

uniques dans k(a1?™"). Or, (17" )g<icpsi—mz 1 est libre sur F (cf. (P7)), donc
(1" )g<icpr-ma_y est aussi libre sur FNK?"™. Prolongeons ce sytéme a une
base B de KP"?/F N K?"*. Comme K?"? et F sont F'N K?"*-linéairement
disjoints (car K/F est modulaire), alors B est aussi une base de F'(K?"*)/F.
Puisque les C; € k(ay?™") C F, alors par identification les (C;)o<icpsi-ma 1 €
KP™ N F. Ou encore pour tout i € {0,--- ,p¥~™ -1}, CP "> € KNFP ™.
Par suite, K = Ka(ay,a2) C Ka(ay, (Cif " )ocicpsr-ma_1) € K. D’aprés
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I'algorithme de la complétion des r-bases, il existe i € {0,---,p*~™ — 1}
tel que K = Ky(ay,Ci# ™). Posons af, = C# ™ et K| = k(ap,a}). On
a [K{(K2) : K] = [K @ Ko] = p™p™ < [K) ¢ k] = [k(ay,05) @ k] =
[k(ay, od) : k(a)][k(ay) : k] < p™p™2, (car P = C; € k(ay?™) C k(ay)).
Il en résulte que K ~ K| @4 Ky et K] ~ k(1) ®q,1) k(a1 )(a5). On
en déduit que la plus petite sous-extension F de K| /k telle que K'/F; est
modulaire est contenue dans k(a;,?'). En particulier, F; € F N K}, (car
k(cy?™) C F). D’autre part, K ~ K|® Ky ~ K| ®p, F1(K>), donc K/Fy(K>)
est modulaire (car K|/F; est modulaire). D'ou F' C Fj(K5), et par suite
FNK] C Fi(Ky)NK] = Fy (cf. proposition 3.2). Cela conduit & F} = FNK].

O

D’aprés I'associativité et la commutativité du produit tensoriel, le résultat
ci-dessus se généralise a une factorisation de m facteurs comme suit :

Proposition 3.4. Soient K| ®y - - - ® K,,, une factorisation d’une extension
purement inséparable finie K/k, et F/k la plus petite sous-extension de K/k
telle que K/F est modulaire. Si pour tout j € {1,--- ,m}, di(K;/k) < 2,
alors il existe une famille (K[)1<i<m de sous-extensions de K/k vérifiant :
2. F N K/ est la plus petite sous-extension de K!/k telle que K[/F N K]
est modulaire pour 1 =1,2,--- ,m.

3. Pour tout j € {1,---,m}, pour touti € N, 0;(K}/k) = 0;(K;/k).
En particulier, F ~ FN K| Q- @, FN K/ | et donc F/k est modulaire.

Preuve. Immédiat, application de la proposition 3.2 et la proposition
3.3.

Lemme 3.5. Soit (v, - ,ay) une r-base canoniquement ordonnée d’une
extension purement inséparable finie K/k. S’il existe i € {1,--- ,n} tel que
K ~ k(ay, -, ;) Qk k(aq1, -+, ), alors pour toute partie {of),--- ot}
de K telle que {c),- -, i1, -+, oy} est une r-base de K/k, on a K ~
k(ad, -, a)) @ k(s -+ ,an). En outre, 0;(K/k) = oj(k(cf, -+, c})/k)
pour j =1,2--- 19

Preuve. cf. [1]. O
Comme conséquence immédiate, on a :

Proposition 3.6. Soit (ay, -+, ) (resp. G) une r-base canoniquement or-
donnée (resp. r-base) d’une extension purement inséparable finie K/k. On
suppose que K ~ k(ay, -, ;) Qrk(qip1, - ,ay). Alors, il existe {afy, -+,
o} C G telle que (o), -+ b, a1, ) est une r-base canoniquement
ordonnée de K/k, et on a K ~k(a},--- ,al) @k k(aiz1,- -+ ,an).
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Preuve. Application du lemme 3.5 et de 'algorithme de la complétion
des r-bases. ad

Preuve du théoréme 3.1. On présente la démonstration uniquement
dans le cas ou di(K/k) = 4 et K/k admet une e-factorisation de longueur
maximale m = 2, puisque les autres situations ou bien elles sont triviales, ou
bien elles ont des preuves analogues a ce cas.

Etant données une extension purement inséparable finie K/k de degré
d’irrationalité 4 et (aq,---,ay) (resp. {uy, - ,u4}) une r-base canonique-
ment ordonnée (resp. une r-base) de K/k. Soit F/k la plus petite sous-
extension de K/k telle que K/F est modulaire.

1-iére étape : K ~ k(ay) ®y k(ag, as, ay).

l-ier cas : K ~ k(uj,us) ® k(us,uyq). Posons Ly = k(uq,uz) et Ly =
k(usz,uy). D’aprés la proposition 3.4, on se raméne au cas ou Ly/F N L et
Ly/F N Ly sont modulaires. Comme K /k(aq, i, avy) est simple (donc modu-
laire), il en résulte que F' C k(ay, ag, ).

Par suite, 0;(K/k) = o(aq/k(az, as,a4)) < o(ay/F) < 01(K/k) (ct. (Ps)),
d'ott 01 (K/F) = 01(K/k). On en déduit que o1(L1/L1 N F) = 0;(K/k) ou
01(La/Ly N F) = 01(K/k), puisque o1(K/k) = 01(K/F) = 01(Li(L)/F) =
sup(or(F(L1)/ F), on(F(Lo)/F)) < sup(or(Ln/In 1 F), 01(La/Ls 1 F)) <
01(K/k). Ou encore Ly N F =k ou Ly N F = k. D’ou K/k admet une facto-
risation de longueur 3, (car L;/k ou Ly/k serait modulaire), ce qui contredit
I’hypothése, donc ce cas ne peut exister.

2-itme cas : K ~ k(uy) ® k(ug, us, uy). Posons Ly = k(uy) et Ly = k(ug, us,
uy). Puisque K/Ly est modulaire (K/Ls est simple), alors F' C Ly. D’apreés
la proposition 3.2, on obtient K ~ L; ®y Ly ~ F(L;) ®p Lo; et d’aprés
(P12), il existe une r-base canoniquement ordonnée (o}, o4, o) de K/F(Ly)
telle que K ~ F(L) ®p F(o)) ®r F(af) @p F(aj). D’autre part, on a
K/k(ag, ag, ay) est simple (donc modulaire), il en résulte que F' C k(as, as,
ay). Dou 01(K/k) = o01(K/k(az,a3,a4)) < 01(K/F) < 01(K/k), donc
01(K/F) = 01(K/k). Si 01(L1(F)/F) < 0,(K/k), alors o(c)/F) = 01(K/k)
= o(a)/k). En vertu du (Pg), F(o}) = k(o)) ® F. On en déduit que
K~ F(Ly) @p F(o)) @F F(a) @ F(ag) ~ (L1 @ F) @F [(k(a}) @ F) @F
F(d,af)] ~ Ly ® k(o)) @ F(ah, of). D’'ou K/k admet une factorisation
de longueur 3, contradiction. Par suite, oy(L1(F)/F) = 01(L1/k) = 01(K/k),
c’est-a-dire L; ®;, Lo est aussi une e-factorisation.

2-iéme étape : K ~ k(aq, az) Q@ k(as, ay).

l-ier cas : K ~ k(uj,us) ® k(us,uyg). Posons Ly = k(uy,ug) et Ly =
k(us,uq). D’apres la proposition 3.6, il existe u;, u; € {uy, us, us, us} telle que
K ~ k(u;, u;) ® k(as, ag). Nécessairement {7, 7} = {1,2} ou {7, 5} = {3,4},
sinon K /k admet une factorisation de longueur 3. Il en résulte que L; ®; Lo
est aussi une e-factorisation.
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2-iéme cas : K ~ k(uy) ®j, k(ug, us, uys). D’aprés la proposition 3.6, il existe
{ui,uj} C {ur, ug,uz, us} telle que K =~ k(u;,u;) @ k(ag, az)). Nécessaire-
ment {u;,u;} C {usz, us,us}, sinon K/k admet une factorisation de longueur
3, (puisque k(ui,uj) = k(u1) @ k(u;) pour tout 2 < j < 4). Or, K ~
k(ur) @ k(ug, us, ug) = k(ur, s, 45) Qpuyuy) kU2, us, ug), done K/k(u;, u;)
est modulaire. D’aprés la propriété (Pq2) appliquée a K o~ k(u;,u;j) @
k(as, o) /k(u;, uj), on se rameéne au cas ot K o~ k(u;, uj) ®p k(o)) @ k(adb),
avec {a}, a4} est une r-base de K/k(u;,u;) (contradiction), donc ce cas ne
peut exister.

3-iéme étape : k(ag, as, az) @k k(ay).

l-ier cas : K ~ k(uy) ®g k(ug, us, uy). D’aprés la proposition 3.6, il existe
Wi, Wy, up € {ur, ug, uz, us} telle que K o~ k(u;, uj, up) Qg k(o). Nécessaire-
ment {w;, u;,up} = {ug, us, us}, sinon K/k admet une factorisation de lon-
gueur 3. On en déduit que k(u1, ug, uz) @y k(uy) est aussi une e-factorisation.
2-ieme cas : K ~ k(uq, u2) ®p k(ug, uq). Il existe w;, uj, up € {uy, ug, us, us}
telle que K =~ k(u;, uj, up) @k k(o). 11 en résulte que K /k admet une factori-
sation de longueur 3 (car on peut supposer que k(u;, uj, up) = k(ur, ug, ug) =~
k(uy,uz) @y k(usz)). O

Remarque 3.1. D’apres la démonstration du théoréme ci-dessus, les fac-
teurs d’une e-factorisation de longueur maximale d’une extension purement
inséparable finie K/k de degré d’irrationalité di(K/k) < 4 conservent leurs
tailles et leurs formes, donc on a unicité de la forme d’un certain type de
factorisation.

Comme conséquence immédiate on a :

Corollaire 3.7. Soit K/k une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité vérifiant 2 < di(K/k) < 4. Si K/k admet deux types différents
de factorisations de longueur m dont l'une est une e-factorisation, alors K /k
admet une factorisation de longueur m + 1.

Preuve. Immédiat. O
En particulier, on a :

Corollaire 3.8. Soit K/k une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité vérifiant 2 < di(K/k) < 4. Si K/k admet deux types différents
de factorisations de longueur di(K/k) — 1 dont l'une est une e-factorisation,
alors K/k est modulaire.

Preuve. Immédiat. O
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3.1 Contre-exemple.

Contrairement aux extensions purement inséparables finies de degré d’ir-
rationalité majoré par 4, voici un contre-exemple d’extension qui ne conserve
ni la taille ni la forme des facteurs de ces factorisations de longueur maximale.

Exemple 3.2. Soient ky un corps parfait de caractéristique p > 0 et X, Y, Z,
Ao, A1, A2 algébriquement indépendants sur ko. Soit k = ko(X,Y, Z, Ao, A1, \2)

le corps du base. Posons K = k(XP’Q’Yf?” NP+ N XPT )\gpilY”%,
R - xv 1 =
VALY 3’)\0p 1 + )\1p 1Zp 3)’ F = k(W _ sz 2,Zp 2)’ Ll — k(yp 57
XP2 N AN XY AN Y Ly = K(Z77 N N 207, L =
. L XV gzt X g - -
k(Y? 3); et Ly = k(2P 3aT> AP 1T + A" 1, AP+

N2,

Théoréme 3.9. Sous les notations ci-dessus, on a Ly @ Ly et L} @y L, sont
deuz factorisations de types différents de K/k de longueur maximale 2, avec
L} ®y LY est une e-factorisation.

Pour la preuve de ce théoréme, nous aurons besoin des résultats suivants.

—1

XP 1

Lemme 3.10. F = k(W—FZVQ, ZP"") est la plus petite sous-extension
de K/k telle que K/F est modulaire.

Preuve. Pour alléger Décriture on pose 6 = YP ' 0, = ZP° 605 =
xXr> -z Xz ;

— yr? 0y = N7 vy + )\2”71 et 05 = /\01”71 + /\lprpr . Si

057 ¢ F, donc (1, 65P) est libre sur F'N KP. Prolongeons ce systéme a une base
B de K?/F N KP?. Comme 0,° = A\05” + A9, et comme K? et F sont F'N KP-

linéairement disjoints, (car K/F est modulaire), alors B est aussi une base
1

de F(KP)/F. Par identification, AP MPT € K et par suite AP € K

(car A" + M 27" € K). D’oil on aura :

1 1

di(k(XP ", 277 VP N AP NP ) k) =6 < di(K k) =5,

ce qui est absurde. De la méme facon on montre que 77 € F. D’autre
—1 —1

XP 1 —2 —2 XP
part, on a K/l{:(W — WZP , ZP ") est modulaire, donc F' = k;(Yp_1 —
1 _ _
Ypilzp 27Zp 2)' a

Lemme 3.11. k; = k(Z?") est la plus petite sous-extension de F/k telle
que F'/ky est modulaire. En particulier, F/k est non modulaire.
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Preuve. Démonstration analogue a celle du lemme précédent. Il suffit
d’appliquer le critére du modularité. O

Lemme 3.12. Soit (a},--- ,al) une r-base canoniquement ordonnée d’une
extension purement inséparable finie K/k vérifiant K ~ k(a),--- ,a;,_;) ®
k(aj,---,al). Si(a, - ,a,) est uner-base canoniquement ordonnée de K /k,

et s’il existe s € {1,--- ,t — 1} tel que os(K/k) > o,(K/k), alors {ay, - ,as,
ay,--- ,al} estr-libre sur k(KP).

Preuve. cf. [1]. 0

Preuve du théoréme 3.9. Supposons que K/k admet une factorisation
de longueur meilleure que 2. Compte tenu de 'associativité et la commuta-
tivité du produit tensoriel (déplacement et regroupement des facteurs), on
se rameéne au cas ou K ~ K| ®y K @ K}, avec di(K{/k) > di(K}/k) >
di(K4/k). Si di(K'/k) = 2, alors di(K})/k) = 2 et di(K}/k) = 1. D’aprés la
proposition 3.4, on aura F'/k est modulaire, ce qui absurde. Cela se traduit
par di(Kj/k) = 3 et di(Ky/k) = d;(K3/k) = 1. Comme K ~ K|(Kj;) ®g;
K{(K}) et di( K5(KY)/KY) = di(Ki(K7)/K]) = 1, il en résulte que K /K7 est
modulaire. D’ot F' C K7, et en particulier K ~ K| ®p F(K}) ®@p F(Kj}).
Or, 01(K/F) = 3 et 0o(K/F) = 03(K/F) = 04(K/F) = o05(K/F) = 1,
donc oy(KL(F)/F) = o1(K}/k) = 1 ou o1(K}(F)/F) = o1(K/k) = 1.
Ainsi, on se place dans la cas : K ~ k(ay, - ,aq) @ k(as) ot (ag, -, a5)
est une r-base canoniquement ordonnée de K/k. En vertu du lemme 3.12,
{277 Y XP7? a5} est r-libre sur k(K?). D’aprés Ialgorithme de la com-
plétion des r-bases appliqué a K/k(K?), deux cas peuvent se produire. No-
tons bien que G = {Zp73, yr? o xe?, AP+ )qp_lZpﬂ, NP M XPT
Xo? 'YP*} est une r-base de K/k.

l-ier cas : {Z7°, YP" XP7% ol AP +MP ZP 7} est une r-base de K /k(
K?). D’apres (Py), {277, Y7, Xp_Q,ozg,)\Opfl + AlpilZ”_z} est aussi une
r-base de K/k, et on a

3

K~ k(Y? )@, k(XP ) @5 k(27" A" + NP 2P

2

) @ k(as) ~

3 2 3

)®k(zp_3) k(Zp_ )()\Op_l + Alp—lzp_
)(ats).

On en déduit que K/k( Z?") est modulaire, d’ot F' C k(ZP "). Par suite,
2 =di(F/k) < di(k(Z?") /k) = 1, ce qui absurde.

2-ieme cas : {271 VP XP AP+ AP X
r-base de K/k. D'on K ~ k(Z7°) @ k(Y?’, X?
AP YT @ k(o). On vérifie aussitot que K/k(XP

~ R(Z7 YY) @y s, K27 (X )

-3

®k(ZP—3)k’(Zp

“H AP YP? ol est une
,Q’Aop—l + Alp—lprz +
" Y?™") est modulaire,
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1 1

et par conséquent ' C k(X? | YP ). D’aprés (Pg), on obtient o1(F/k) =
2 < oy (k(X? ", Y? ") /k) = 1, contradiction. 0
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