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Sur la 2-extension maximale non ramifiée de la
Z2-extension cyclotomique de certains corps

quadratiques

Ali MOUHIB

Abstract

Soient ` et `′ deux nombres premiers distincts, k = Q(
√
``′) et k∞

la Z2-extension cyclotomique de k. Soient L∞ la 2-extension maximale
non ramifiée sur k∞ et L∞ la sous-extension abélienne maximale de
L∞/k∞. Sous certaines conditions sur les premiers ` et `′, nous étudions
la structure des groupes de Galois Gal(L∞/k∞) et Gal(L∞/k∞).

1 Introduction

Soient p un nombre premier et Zp-l’anneau des entiers p-adiques. Soient k un
corps de nombres et k∞ une Zp extension de k. Notons L∞ la p-extension
maximale non ramifiée sur k∞ et L∞ la sous-extension abélienne maximale de
L∞/k∞.
Pour tout entier naturel n, notons An le p-groupe de classe du n-ième étage
kn de k∞. Le théorème fondamental d’Iwasawa sur les ordres des An s’énonce
comme suit : il existe des entiers λ, µ ≥ 0 et ν appelés invariants d’Iwasawa
tels que pour n assez grand, on a

|An| = pλn+µp
n+ν .

Il est bien connu que pour n assez grand An se surjecte dans An−1 via
l’application norme. On définit, ainsi la limite projective des An suivant ces
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applications normes et on pose X∞ := lim←−An ' Gal(L∞/k∞). On vérifie
ainsi que

λ = µ = 0 si et seulement si X∞ est fini .

A noter que si k est abélien et k∞ est cyclotomique, alors µ = 0 [4]. Si k est
totalement réel, la conjecture de Greenberg précise la nullité des invariants λ
et µ [5].

Plusieurs travaux ont été consacré à l’étude de la conjecture de Greenberg
pour la Z2-extension cyclotomique des corps quadratiques réels. Nous citons
quelques travaux qui nous intéresse concernant l’invariant λ d’Iwasawa de la
Z2-extension cyclotomique des corps quadratiques réels Q(

√
``′) où ` et `′

désignent des premiers impairs distincts :
Dans [12], les auteurs ont déterminé une liste de corps quadratiques réels k
tels que X∞(k) est fini. En particulier, ils ont démontré le résultat suivant :

Théorème 1.1. Soit k = Q(
√
``′) où ` et `′ sont deux nombres premiers

tels que ` ≡ 5 (mod 8) et `′ ≡ −1 (mod 4), alors l’invariant λ(k) d’Iwasawa de
k est nul.

T. Fukuda et K. Komatsu ont amélioré le théorème précédent ([3], Theorem
2.2):

Théorème 1.2. Soit k = Q(
√
``′) où ` et `′ sont deux nombres premiers

tels que ` ≡ 1 (mod 8), `′ ≡ 3 (mod 8),
(
`
`′

)
= −1 et 2

`−1
4 6≡ 1 (mod `). Alors

l’invariant λ d’Iwasawa de k est nul.

Remarque 1.3 Le symbole biquadratique
(
2
`

)
4

est défini par
(
2
`

)
4
≡

2
`−1
4 (mod `). Ainsi, l’inéquivalence 2

`−1
4 6≡ 1 (mod `) peut s’écrire sous la

forme
(
2
`

)
4

= −1. Dans ce travail, on s’intéresse à la structure des groupes

Gal(Gal(L∞/k∞) et Gal(L∞/k∞) pour la famille des corps quadratiques réels
Q(
√
``′) où ` et `′ désignent des premiers impairs distincts. Nous démontrons

ainsi les résultats suivants :

Théorème 1.4. Soit k = Q(
√
``′) où ` et `′ sont deux nombres pre-

miers tels que ` ≡ 1 (mod 8), `′ ≡ −1 (mod 4) et
(
`
`′

)
= −1, alors X∞(k) '

Z/2Z× Z/2Z, si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(a)
(
2
`

)
4

= −1 et
(
2
`′

)
= −1,
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(b)
(
2
`

)
4

= −1 et ` ≡ 9 (mod 16),

(c)
(
2
`

)
4

= 1, ` ≡ 9 (mod 16) et
(
2
`′

)
= 1.

Théorème 1.5. Soit k comme dans l’énoncé du théorème précédent. Si
l’une des conditions (a), (b) ou (c) est vérifiée, alors le groupe Gal(L∞/k∞)
est métacyclique fini, précisément, abélien, quaternionique ou diédral. Si de

plus
(
2
`

)
4
6= (−1)

`−1
8 , alors

Gal(L∞/k∞) est abélien ; particulièrement pour le cas (c), Gal(L∞/k∞) est
abélien.

Notons que dans [9], nous avons étudié la structure du groupe de Galois
Gal(L∞/k∞) pour une autre famille de corps quadratiques réels.

2 Remarques sur l’invariant λ d’Iwasawa

Pour démontrer les deux théorèmes 1.4 et 1.5, nous aurons besoin de la propo-
sition suivante qui donne une condition suffisante sur la finitude du mod-
ule d’Iwasawa abélien non ramifié X ′∞ := Gal(L′∞/k∞) où L′∞ est la sous-
extension de L∞/k∞ où toutes les places p-adiques de k∞ se décomposent
totalement.

Notons pour tout entier naturel n, L′n la sous-extension de Ln/kn où toutes
les places p-adiques de kn se décomposent totalement. On a bien L′∞ = ∪nL′n
et A′n ' Gal(L′n/kn), où A′n désigne le p-groupe des p-classes de kn.
Soit γ un générateur topologique de Gal(k∞/k). On sait que γ agit par con-
jugaison sur X∞ et sur X ′∞. Par la correspondance γ − 1 ←→ T , il est bien
connu d’après ([7], Theorem 5, Theorem 8) que X∞, X ′∞ sont des Λ := Zp[[T ]]-
modules de types finis.

Soient m et n deux entiers naturels tels que m ≥ n ≥ 0, wn = (1+T )p
n−1

et νn,m = wm

wn
. Notons par Y ′ = Gal(L′∞/k∞L

′
n0

). On a le diagramme com-
mutatif suivant [7]:
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A′m

'

- X ′∞/νn0,mY
′

? ?

A′n

'

- X ′∞/νn0,nY
′

.

Il est bien connu d’après ([2], Theorem 1), que s’il existe un entier naturel
n ≥ n0 tel que |An| = |An+1|, alors pour tout entier naturel m ≥ n, on a
|Am| = |An|.

Nous démontrons un résultat similaire au theorem 1 de [2] pour les groupes
A′n :

Proposition 2.1. Supposons qu’il existe un entier naturel n ≥ n0 tel que
|A′n| = |A′n+1|, alors pour tout entier naturel m ≥ n, on a |A′m| = |A′n|.
Précisément, on a X ′∞ ' A′n.

Preuve : Supposons qu’il existe un entier naturel n ≥ n0 tel que |A′n| =
|A′n+1|, alors de la commutativité du diagramme précédent, l’isomorphisme
A′n+1 −→ A′n entrâıne l’isomorphisme X ′∞/νn0,n+1Y

′ −→ X ′∞/νn0,nY
′. Alors

νn0,n+1Y
′ = νn0,nY

′. Ce qui implique que νn,n+1νn0,nY
′ = νn0,nY

′. D’autre
part, comme νn,n+1 est contenu dans l’unique idéal maximal de Λ engendré
par p et T et que νn0,nY

′ est un Λ-module de type fini, alors par application
du lemme de Nakayama, on trouve que νn0,nY

′ = 0 et donc X ′∞ ' A′n.
Dans [7], les invariants d’Iwasawa liés à l’extension L′n/kn notés λ′, µ′ ≥ 0
et ν′ sont tels que pour n assez grand, on a |A′n| = pλ

′n+µ′n+ν′ . Notons que
A′n ' Gal(L′n/kn) et que X ′∞ est fini si et seulement si λ′ = µ′ = 0.

En supposant que toutes les places p-adiques sont ramifiées dans k∞/k (cette
hypothèse est vérifiée par exemple dans le cas où k∞ est la Zp-extension cy-
clotomique de k). On a rangZp(Gal(L∞/L

′
∞)) ≤ s où s est le nombre des

places p-adiques de k∞.
On a

λ− s ≤ λ′ ≤ λ et µ = µ′,

où
rangZp(Gal(L∞/k∞)) = λ et rangZp(Gal(L′∞/k∞)) = λ′.
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Dans le cas où il existe une seule place p-adique dans k∞, alors d’après
l’inégalité précédente, on a λ′ = 0 entrâıne λ ≤ 1. Dans la proposition qui
suit, nous donnons une condition permettant de voir la nullité de λ.

Proposition 2.2. Soit k un corps de nombres, p un nombre premier et k∞
une Zp-extension de k. Spposons qu’un seul premier de k est au dessus de
p et que ce premier est totalement ramifié dans k∞. Alors λ = µ = 0 si et
seulement si λ′ = µ′ = 0.

Preuve :
L’implication λ = µ = 0 entrâıne λ′ = µ′ = 0 est triviale. Démontrons la
réciproque.
Il est bien connu que la place p-adique de l’étage Qn de la Zp-extension cyclo-
tomique de Q est triviale et il n’est pas difficile de voir que l’ordre de la classe

de la place p-adique de kn est égal à |An|
|A′n|

qui divise à son tour [k : Q]. Or par

hypothèse |A′n| est borné, lorsque n tend vers l’infini. Il s’ensuit que |An|
|A′n|

est

borné lorsque n tend vers l’infini. Ce qui démontre la proposition.

Remarques :
(i) Notons que dans le cas où p est impair et que k est abélien sur Q, on a pour
tout n ≥ n0, An = A′n ([10], Lemma 1.5). Ce qui démontre la proposition,
dans ce cas.
(ii) Dans le cas où p est un nombre premier imapir et que tous les étages kn
vérifient la conjécture de Leopoldt, alors λ′ = µ′ = 0 entrâıne λ = µ = 0 [11].

3 Preuves des théorèmes 1.4 et 1.5

Dans toute la suite ` et `′ désignent des nombres premiers tels que ` ≡ −`′ ≡
1 (mod 4) et

(
2
`

)
= −

(
`
`′

)
= 1 et k = Q(

√
``′).

Notons que le 2-groupe de classes de k est cyclique d’ordre 2 [13] et que le 2-
groupe de classes de k1 = Q(

√
2,
√
``′) est de type (2, 2) [1]. Comme

(
2
`

)
= 1,

alors la place 2-adique de k se décompose dans le 2-corps de classes de Hilbert
L0 = Q(

√
`,
√
`′) de k, par suite |A0| = |A′0| = 2.

Preuve du théorème 1.4 :
Pour les trois cas du théorème 1.4, on va démontrer que |A′0| = |A′1| = 2 et
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ensuite, on applique les propositions 2.1 et 2.2.
On a 2 se ramifie totalement dans k1 = Q(

√
2,
√
``′). Notons P la place 2-

adique de k1. Pour démontrer que |A′1| = 2, il suffit de démontrer que P n’est
pas principal.
On a Nk1/Q(

√
2)(P) =

√
2oQ(

√
2) où oQ(

√
2) désigne l’anneau des entiers de

Q(
√

2). Supposons que P est principal, alors il existe une unité u de Q1 =
Q(
√

2) telle que u
√

2 est norme dans l’extension k1/Q1. Ce qui est impossible,
si la condition (a), (b) ou (c) du théorème 3.4 est satisfaite. En effet :
Soit Q une place de Q(

√
2) ramifiée dans l’extension k1/Q(

√
2) et soit le

générateur de Gal(Q1/Q). Supposons que Q est au dessus de `, alors par un
calcul sur le symbole du reste normique, nous démontrons que :(

±
√

2, ``′

Q

)
=

(
2

`

)
4

. (1)

(
±ε
√

2, ``′

Q

)
=

{
1 si ` ≡ 1 (mod 16),
−1 si ` ≡ 9 (mod 16),

(2)

où ε = 1 +
√

2 désigne l’unité fondamentale de Q(
√

2).
Supposons que Q est au dessus de `′, alors dans le cas où

(
2
`′

)
= −1, on trouve

que (
±ε
√

2, ``′

Q

)
= −1, (3)

et dans le cas où
(
2
`′

)
= 1, on a(
±ε
√

2, ``′

Q

)(
±ε
√

2, ``′

σ(Q)

)
= 1. (4)

Ainsi, si l’une des conditions (a), (b) ou (c) du théorème 3.4 est satisfaite,
alors en combinant entre les équations (1), (2), (3) et (4), on trouve que pour
toute unité u de Q1, u

√
2 n’est pas norme dans k1/Q1. Par suite, P n’est pas

principal et comme |A1| = 2, alors L′1 = L0k1 et |A′0| = |A′1| = 2. Moyennant
les proposition 3.6 et 3.7, nous avons λ(k) = µ(k) = 0. D’autre part, la place
2-adique de kn est ramifiée dans l’extension kn/Qn. Or, le groupe de classes de
Qn est trivial, alors la place 2-adique de kn est d’ordre égal à 2. Il s’ensuit que
pour tout entier naturel n ≥ 1, on a A(kn) ' Z/2Z×Z/2Z, d’où le théorème
3.4.

Preuve du théorème 1.5 :
Plaçons nous dans l’une des conditions du théorème 1.4. Montrons pour le
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moment que Gal(L∞/k∞) est fini. Il est clair que Gal(L∞/L∞) est le commu-
tateur de Gal(L∞/k∞) et on a Gal(L∞/k∞)/Gal(L∞/L∞) ' Z/2Z×Z/2Z.
Remarquons que pour tout entier n ≥ 1, la place 2-adique Pn de kn se
décompose dans L′n. D’autre part, il existe une seule place 2-adique dans
la Z2-extension cyclotomique de Q(

√
`′). Comme le nombre de classes de

Q(
√
`′) est impair, alors tous les étages Qn(

√
`′) de Q(

√
`′) sont de nombre

de classes impair. Ce qui entrâıne que la place 2-adique de Qn(
√
`′) reste

principale en se décomposant dans L′n. Par conséquent, la place 2-adique de
kn capitule en se décomposant dans L′n. En appliquant ([8], Theorem 2), on
a bien A(L′n) est cyclique. D’autre part, le groupe Gal(L′∞/L

′
1) laisse A(L′n)

fixe, et d’après [G, proposition 1], |A(L′n)| est borné lorsque n tend vers l’infini,
il s’ensuit que X∞(L′n) est cyclique d’ordre fini. Ainsi, le groupe Gal(L∞/k∞)
est métacyclique d’ordre fini. De plus, d’après ([6], Chap. 5, Theorem 4.5),
le groupe Gal(L∞/k∞) est abélien, quaternionique, diédral ou semi-diédral.
Comme la place 2-adique de kn capitule en se décomposant dans L′n, alors
d’après ([8], Theorem 2), L′n/kn est de type (A), ainsi Gal(L∞/k∞) ne peut
jamais être semi-diédral.
Pour finir la preuve du théorème, on va démontrer que dans le cas où

(
2
`

)
4
6=

(−1)
`−1
8 , on a Gal(L∞/k∞) est abélien. Il est clair que les places 2-adiques

de Qn(
√
`) se ramifient dans L′n. D’autre part, d’après [12], X∞(Q(

√
`)) = 0,

ce qui entrâıne que le nombre de classes de chaque étage Qn(
√
`) est impair.

Or L′n/Qn(
√
`) est une extension quadratique ramifiée en les places 2-adiques,

alors les places 2-adiques de L′n sont d’ordres divisibles par 2, donc d’ordres
égal à 2. Par conséquent, on a Gal(L∞/k∞) ' Z/2Z× Z/2Z.
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